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Première partie 


INTRODUCTION À LANALYSE 
MULTIDIMENSIONNELLE 


CHAPITRE PREMIER 


ESPACES MÉTRIQUES ET TOPOLOGIQUES 


8 1. Espace euclidien de dimension 7 


L'analyse multidimensionnelle a pour objet d’étude les espaces eucli- 
diens de dimension finie quelconque. Dans ce paragraphe nous introdui- 
sons la notion d'espace euclidien de dimension n et les notions de produit 
scalaire, de norme et de métrique sur lesquelles elle est fondée. 

1. Espace vectoriel R” 

Le produit d’une famille de n ensembles est l’ensemble de tous les n-uples 
possibles d’éléments pris dans chaque ensemble de la famille On désigne 
le produit d’une famille de n ensembles Æ1, ..., E, par E1 X ... X Eu. 
Si E1 = ... = En = E (ie. la famille se compose de nr exemplaires de 
l’ensemble E), on remplace la notation E X ... x E par E". Le produit 

n fois 
E\ X ... X E, d'ensembles non vides E\1, ..., E, n'est pas vide. En effet, 
si ñ = |, ce produit coïncide avec E. et n’est pas vide par hypothèse. Si 
l’on a déjà établi que le produit de n7 ensembles E:, ..., E, est non vide, 
1.e. 1l existe (x1, ..., Xn) € Ei X ... X En, et si l’ensemble E, , , n’est pas 
vide, ie. il existe Xxn+1 € En+1, alors (x1, ..., Xn, Xn+1) € Ei X ... 

. X En X En+1, de sorte que le produit des ensembles E, ..., En, En+: 
n’est pas vide non plus *). Les éléments du produit E: x ... x EÆ, s’écri- 
vent sous forme de n-uples (x1, ..., Xn), avec xx € Ex (K = 1, ..., n). 
Donc, la place de l'élément dans un #-uple correspond à l’ensemble dont 
il est choisi. 

En particulier, R" est l'ensemble de tous les n-uples de nombres réels. 
Ses éléments (x1, X2, ..., Xn) sont habituellement appelés points, et les 
nombres X1, X2, ..., Xn, Première, deuxième, ..., 7-ième coordonnées du 
point (x1, X2, ..., Xn). Les points seront souvent désignés par une seule 
lettre : par une lettre minuscule x = (x1, ..., x,) dans les expressions 


*) Le problème d’un produit non vide d’une famille infinie d’ensembles non vides cest 
assez délicat. 
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analytiques ou par une majuscule, par exemple M suivie parfois de coor- 
données, M{xi, ..., Xn), dans les expressions géométriques. Pour 7 = I, 
2, 3 et, parfois, pour 7 = 4, la numérotation est habituellement omise : 
pour R' = R on utilise une seule lettre, pour R° le point est désigné par 
(x, y), pour R° par (x, y, z) et pour R‘ (parfois) par (x, }, 2, tr). Le symbole 
R° représentera le plan de coordonnées, et R°, l’espace des coordonnées. 

Il est à noter que R” n’est pas seulement un ensemble : il possède encore 
certaines structures mathématiques standard. Tout d’abord on peut le munir 
des opérations d’addition coordonnée à coordonnée et de multiplication par 
les nombres réels (scalaires). On pose par définition 


Ci, ..., Xn) + On, ..., Ja) = (Xi + 1, ..., Xn + Yn), 
À(X1, -.., Xn) = (ÀAX1, ..., ÀAXn), 


ce qui fait de R” un espace vectoriel sur le corps R (espace vectoriel réel). 
L'élément nul de R" est le point 0 = (0, ..., 0). Pour ñn = 2 et n = 3, 
ces opérations correspondent à l’addition des rayons vecteurs des points 
correspondants du plan ou de l’espace et à leur multiplication par les nom- 
bres réels. Pour cette raison, les éléments des ensembles R° et R° peuvent 
être aussi identifiés aux vecteurs. (D'où le terme « espace vectoriel »). Par 
souci de commodité, nous appellerons les éléments de l’espace R” tantôt 
points, tantôt vecteurs. 


Il existe dans l’espace vectoriel R” une base standard formée par les 
vecteurs 


e' = (1, 0, os 0), e* = (0, I, ss 0), ….. e” = (0, pes 0, 1) ; 


leur notation générale est e* = (6F, 65, ..., 05), où 6* est le symbole de 
Kronecker, ie. 


5* =: | si I — Kk, 

0 siixk. 
En effet, (x1, ..., Xn) = Xe! + ... + xne” et cette représentation du 
point (x1, ..., x) sous forme d’une combinaison linéaire des vecteurs 


e',...,e" est unique. Donc, R" est un espace vectoriel de dimension n 
sur KR. 


2. Produit scalaire 

Il existe aussi dans R” un produit scalaire standard. 

DÉFINITION 1. Le produit scalaire sur un espace vectoriel réel X est une 
fonction qui associe à chaque couple (x, vu) de vecteurs de X un nombre 
réel (nous le désignerons par { , v}) de façon que soient satisfaites les con- 
ditions suivantes (axiomes du produit scalaire) : 
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1) {X + y, z) = (x, z) + (y, z) pour tout (x, y, z) € X* : 

2) (XX, z) = XX, z) pour tout (x, Z NJEX XX X R: 

3) x, y) = (y, x) pour tout (x, y) € X° ; 

4 4x, x)>0sixexX et x # 0. 

Par récurrence on étend la première condition à toutes les sommes 
finies : 


xl +... + x 2) = (xl, 2) +... + (x 2) 


pour tout k € N et tout (x!, ..., x“, z) € X**!. La linéarité du produit 
scalaire suivant le premier facteur, quelle que soit la valeur fixée du 
deuxième, découle de la première et de la deuxième condition : 


EUX! +... + Xexf, y» = 6x1, »> +... + À x, y) 


pour tous les £EN, (x', ..., x*, y) € X**! et tout (A1, ..., Àx) € R“. 
Jointe à la troisième condition, cette propriété entraîne la linéarité du pro- 
duit scalaire suivant le deuxième facteur pour chaque valeur fixée du pre- 
mier. Donc, {u, vu) est une fonction bilinéaire. 

Pour À = 0, la deuxième condition implique (0, z) = 0 pour tout 
z € X, ce qui signifie en vertu de la troisième condition que {z, 0) = 0 
pour tout z € X. En particulier, (0, 0) = 0. Par conséquent, la quatrième 
condition signifie que (x, x) > 0 pour tout x € X, et (xx) = 0 
æ x = (. 

On voit facilement que la formule 


(1) (x, y) = DE 


définit le produit scalaire des vecteurs x = (x1, ..., Xn) et y = (ÿ1, ... 
..., Jn) dans R”. Pour nr = 1, cest un produit ordinaire ; {x, y) = xy. 
Pour n = 2et nr = 3, le produit scalaire de deux vecteurs (défini géométri- 
quement comme produit des modules de ces vecteurs par le cosinus de 
l’angle qu’ils font) est calculé en coordonnées cartésiennes rectangulaires 
d’après cette formule, c’est-à-dire comme somme des produits de coordon- 
nées correspondantes de ces vecteurs. Dans le cas général, la formule (1) 
définit le produit scalaire standard sur R”. L'espace R” possède une infinité 


n 
d’autres produits scalaires, par exemple à çxxk}x, Où ox sont des coeffi- 
K=] 


cients positifs fixés quelconques. 

3. Inégalité de Cauchy-Bouniakovski 

THÉORÈME 1. Le produit scalaire (x, y} sur un espace vectoriel réel X 
satisfait à l’inégalité 


(2) (x, PD? (x, x), }). 
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Démonstration. En vertu des axiomes du produit scalaire, on a pour 
tout ER 


(3). X26x, x) — 2X(X, p> + (y, y} = CXx — y, Xx — y) > 0. 


(x, y) 
(x, x) 


_ (x, y} 
(X, X) 


d’où découle (2). Si, par contre, {x, x) = 0, alors (3) se met pour tout 
h E R sous la forme 


(4) —2X(X, y) + (y, y) z 0, 


ce qui n’est possible que si (x, y) = 0, de sorte que l'inégalité (2) est véri- 
fiée pour ce cas aussi (avec le signe d’égalité). 

REMARQUE. Le signe d'égalité dans (2) a lieu si et seulement si les vec- 
teurs x, y sont linéairement dépendants. En effet, soient x et y des vecteurs 
linéairement dépendants. Si x = 0, l’égalité dans (2) est évidente. Si x x 0 
et, par suite de la quatrième condition, (x, x) # 0, alors y = XÀx, de sorte 


Si (x, x) # 0, alors pour À = cela donne 


+ (y, y) 2 0, 


que x, y) = À(x, x), d’où À = ELA et 
(X, X) 
2 
(y, y) = X(Xx, y) = 7? 
(X, X) 


entraîne (x, y}? = (x, x}(y, y). Inversement : si la dernière égalité est 
juste et si x < O0, ie. €x, x) # 0, alors (3) devient égalité pour À = 
_ {x y) 
(X, X) 
La dépendance linéaire de x et y pour x = 0 est évidente. 
La relation (2) s'appelle inégalité de Cauchy-Bouniakovski. Pour le pro- 
duit scalaire standard (1) dans R” elle prend la forme suivante 


, 1. (XX — y, x — y} = 0 ou, ce qui revient au même, y = Àx. 


nñn 


n 2 n 
(5) (Ex) <DXk DE 
K=] K=] ka]! 
L'inégalité (5) a été obtenue pour la première fois par Cauchy. Citons encore 
une interprétation de l’inégalité (2). Soit X l’ensemble de toutes les fonc- 
tions réelles continues sur un intervalle donné non dégénéré [a, b] ; X est 
un espace vectoriel réel pour les opérations d’addition des fonctions et de 
multiplication d’une fonction par un nombre. Pour chaque couple (x, y) 
de fonctions de X posons ; 
x, y} = [x(0) y(0 dr. 


a 
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On voit aisément que Cest un produit scalaire dans X (la quatrième condi- 
tion découle de la continuité des fonctions qui forment X : si x(f) # O, 


b 
alors { x°(0) dt > 0 en vertu de la continuité de x. L'inégalité (2) prend 


a 


la forme b 2 b b 
( [ x(t) (1) de) < [ x°(0) di Î y°(t) dr. 


Cette inégalité a été obtenue pour la première fois par Bouniakovski. 

4. Norme 

Le produit scalaire sur un espace vectoriel réel est naturellement lié à 
la notion de norme. 

DÉFINITION 2. La norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction 
qui associe à chaque point x € X le nombre réel Ilxil (on lit : norme de 
x) de façon que soient satisfaites toutes les conditions suivantes (axiomes 
de la norme) : 

1) x + yl < Ixl + Iyl pour tout (x, y) € X?°: 

2) IAxi = IXlIxi pour tout (x, À) € X X R; 

3) IIxl <Osixe X et x # 0. 

Il découle de l’axiome 2 que IOÏ = 0. En effet, NON = 10-O0l = 
= |Ol NON = 0. Nous obtenons alors des axiomes 1 et 2 


O = x + (—x)l < xl + xl = 21xl, 


d’où IIx] > 0 pour tout x € X. Associée à l’axiome 3, l’égalité IIOÏ = 0 
entraîne [lxl = 0 & x = 0. 

THÉORÈME 2. Soit X un espace vectoriel réel muni du produit scalaire 
(x, y). Alors 


(6) V{x, x) 


est une norme sur X. 

Démonstration. L'expression (6) a du sens puisque x, x) > 0. Véri- 
fions les axiomes de la norme. 

1. Les axiomes 1 et 3 du produit scalaire et l'inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski entraînent 
EX+Y,X +7) = (x, x) + 2(Xx, y) + (y, y) < 

< (x, X) + 2 VX, X) (7, }) Tr (y, y) — 
= (VX, x) + VEy, »Ÿ, 

de sorte que V&x + y, x + y) < V{x, x) + VE, y). 


2. En vertu des axiomes 2 et 3 du produit scalaire, 


VCXX, XX) = VAUX, x» = IX VX, x). 
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3. Six € X'et x À 0, alors {x, x) > Oen vertu de l’axiome 4 du produit 
scalaire, si bien que V{x, x) # O. 
Nous dirons que (6) est une norme engendrée par le produit scalaire. 


ExERCICE 1. Montrer que Véx + ÿ, x + y) = VOx, x) + VO, y) si et seulement si 
y = ax, avec œ > 0, ou si x = 0. 

EXERCICE 2. Montrer que la norme engendrée par le produit scalaire vérifie l'identité 
(7) Axe + pl + x — pl? = 2(Ixh? + Lyl?). 

REMARQUE. On peut montrer que la réciproque est aussi juste : la norme qui vérifie 
l'identité (7) est engendrée par un produit scalaire défini par 44 (x + pl? — Ux — yl?)°). 

Pour le produit scalaire standard sur R” la norme (6) prend la forme 


(8) xl = DE 
=] 

Nous l’appellerons norme euclidienne sur R”". 

S. Métrique 

La norme sur un espace vectoriel réel engendre naturellement la 
distance. 

DÉFINITION 3. La métrique (ou la distance) sur un ensemble non vide 
X est une fonction qui associe à chaque couple (x, y) d’éléments de X un 
nombre réel (noté d(x, y) et appelé distance de x à y) de façon que soient 
satisfaites les conditions suivantes (axiomes de la métrique) : 

1) d(x, y) < d{x, z) + dy, z) pour tout (x, y, z) € X°. 

2) d{dx,;,y)=0s x= 7. 

En posant z = x dans l’inégalité de l’axiome 1 et en prenant en considé- 
ration l’axiome 2, nous obtenons d{x, y) < d{x, x) + dy, x) = dy, x); 
pour les mêmes raisons dy, x) < d{(x, y). Par conséquent, 


d(x, y) = d{y, x) pour tout (x, y) € X° 


(la distance de x à y est égale à celle de y à x). D'autre part, en posant 
y = x dans l’inégalité de l’axiome 1 et en tenant compte de l’axiome 2, nous 
obtenons 0 = d{x, x) < 2d{(x, z), d’où 


d(x, z) > 0 pour tout (x, z) € X°. 


L'inégalité de l’axiome 1 ou, ce qui maintenant revient au même, 
l’inégalité 
(9) d(x, y) < dx, z) + d(z, y) 
est appelée inégalité triangulaire (« la longueur d’un côté du triangle ne 
dépasse pas la somme de ses deux autres côtés »). 


°) Voir KOLMOGOROV A., FOMINE S., Eléments de la théorie des fonctions et de l'analyse 
Jonctionnelle, Moscou, éd. Mir, 1977 (chap. III, $ 4, n° 8). 
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THÉORÈME 3. Soit Ixl| une norme sur un espace vectoriel réel X. Alors 
(10) d(x, y) = x — yl 


est une métrique sur X. 
Démonstration. 1) Vuquex-y=(x-7z)+(2-7y)},ona 


x — pl < x — zÙ + Uz — pi = x — zl + ly — zl. 


2)1x-y=08x-y=08 x = 7. 
En particulier, la norme euclidienne sur R” engendre la métrique eucli- 
dienne 


(11) d(x, y) = De — pk}. 


Pour ñr = 1, 2 et 3, la formule (11) exprime la distance habituelle entre les 
points x et y. 

Pour la métrique (10), Ilxll = Ux — Ol est la distance entre x et 0 ou 
bien le module (longueur) du vecteur x. 


La formule (7) signifie donc que pour la norme engendrée par le produit scalaire on 
a le théorème des diagonales du parallélogramme (fig. 1) : /a somme des carrés des diagonales 
du parallélogramme est égale à la somme des carrés de ses côtés. 

Pour la métrique euclidienne (11) l’inégalité triangulaire (9) prend la forme 


LÈ - mt < En - a + JÈce - 
k=]! k=| K=] 


En posant ici Xx — Zk = Ux et Zx — ÿYk = Ur, nous obtenons l'inégalité 


pe + vx) < DE + Di 
K=] K=] Ka! 


(qui est vérifiée pour tout (u, vu) € R” x R”). Cette inégalité s'appelle inégalité de Minkowski. 


DÉFINITION 4. L'espace R" muni du produit scalaire standard, de la 
norme euclidienne et de la métrique euclidienne s’appelle espace euclidien 
de dimension n. 


Fig. 1 
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6. Angles. Orthogonalité *) 

Le produit scalaire permet d'introduire non seulement les distances mais 
les angles aussi. Soit X un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire 
et de la norme (6) que ce produit engendre, et soit (x, y) un couple quelcon- 
que de vecteurs non nuls de X (si bien que Ilxl # 0, lyl # O0). En vertu 
de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 1x, y>1 < Hxlllyi, d'où 


(X, y) l 
Lil IL | 


Or tout nombre dont le module ne dépasse pas 1 est le cosinus d’un angle 
bien défini w € [0, x]. Donc, 


Cx, y} _ ose 
Ici Lil | 


On dit que y est l'angle des vecteurs x et y. Il en résulte que 
x, y} = Ixllyi cos +, 


i.e. le produit scalaire de deux vecteurs non nuls est égal au produit des lon- 
gueurs de ces vecteurs par le cosinus de l'angle qu'ils forment. Cette affirma- 
tion est également valable en algèbre vectorielle sur le plan et dans l’espace 
où elle joue le rôle de la définition du produit scalaire, tandis qu’ici elle 
représente une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski. 

DÉFINITION S. Les vecteurs x, y sont dits orfhogonaux si leur produit 
scalaire (x, y) est nul. 

Si x et y sont des vecteurs non nuls, leur orthogonalité signifie que 
l'angle formé par ces vecteurs est droit (d’où le terme « orthogonalité »). 
Le vecteur nul est orthogonal à tout vecteur. 

En particulier, les fonctions réelles x(t) et y(t) continues sur un intervalle 


b 
[a, b] sont dites orthogonales (sur cet invervalle) si | x(2) y(#) dt = 0. La 


Ci 
notion d’orthogonalité des fonctions joue un rôle important dans la théorie 
des séries de Fourier. 


$ 2. Espaces métriques 


1. Notion d'espace métrique 
DÉFINITION 1. On appelle espace métrique un ensemble non vide muni 
d’une métrique. 


*) Nous aurons besoin de ce numéro dans le chapitre 6. 
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Chaque ensemble non vide de points de la droite devient un espace 
métrique si on le munit, en qualité de métrique, d’une distance habituelle. 
Mais il existe sur la droite une infinité d’autres métriques. Ainsi chaque 
fonction injective f (par exemple, une fonction strictement monotone) 
engendre sur la droite la métrique 


d(x, y) = 1f(x) - fO)!. 


En effet, | f(x) — >) < 1J/0x) — (2)! + 1/0) — J{2)l et, si | f(x) — 
— f(y)l = 0, x = y en vertu de l’injectivité de la fonction f. Pour f(x) = 
= Arctg x, la distance de deux points quelconques de la droite est infé- 
rieure à x. S'il s’agit du cercle, il est plus naturel de prendre pour la métrique 
la « distance curviligne » et non pas la distance habituelle, i.e. pour tous 
points 4, B du cercle on prend pour d(A, B) la moindre des longueurs 
de deux arcs de cercle reliant À et B. Par la suite nous discuterons des exem- 
ples plus compliqués d’espaces métriques. 

DÉFINITION 2. Soient X un espace métrique et d la métrique de X. On 
dit que la suite (x,) de points de X converge vers le point x € X, ou bien 
que x est la limite de la suite (x,), et on note x, — x, ou x = lim x;, si 
d(Xn, X) — 0. 

EXERCICE 1. Montrer que la convergence de la suite de points de la droite numérique 
pour la métrique d(x, y) = l'Arctg x — Arctg yl est équivalente à la convergence ordinaire, 
ie. d(xn, X) —+ Ô & x, — x dans un sens habituel. 

La convergence des suites dans un espace métrique possède des proprié- 
tés habituelles : 

1° Si Xxn —* X ef Xn + y, alors x = y (unicité de la limite). En effet, 
0 < dx, y) < dx, x) + d(y, x) pour chaque ñn € N. Mais d(x, x:) + 
+ d(, xà) tend vers zéro. Par conséquent, d(x, y) = 0, ie x = y. 

2° Si x, est égal à x pour tout n suffisamment grand, x, — x. En effet, 
d(xr, x) est égal à zéro pour tout 7 suffisamment grand et, par conséquent, 
tend vers zéro. 

3° Si la suite (xh) converge vers x, toute sous-suite (x,,) de (x.) con- 
verge vers x. En effet, (d(x:,, x)) est une sous-suite de la suite numérique 
(d(xn, X)) et, par conséquent, tend aussi vers zéro. 


EXERCICE 2. Montrer que x, — x si toute suite extraite de (x,) possède une sous-suite 
qui converge vers x. 


Signalons encore deux inégalités utiles qui sont valables pour la 
métrique. 


Tout triplet (x, y, z) de points d'un espace métrique muni de la métrique 
d vérifie l'inégalité 


(1) ld(x, y) — dx, 2)! < dG, 2) 
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(« la différence des longueurs de deux côtés du triangle ne dépasse pas la 
longueur du troisième côté »). En effet, dx, y) < d(x, z) + dy, 2) d’après 
l’inégalité triangulaire, d’où d(x, y) — d(x, z) < d{y, z). En remplaçant y 
par z et vice versa, nous obtenons aussi d(x, z) — d{x, y) < dz, y) = 
= d(}, z). Par conséquent, | d(x, y) — d(x, z)l = max (d(x, y) — dx, 2), 
d(x, z) — d(x, y)) < dO, 2). 

Tout quadruplet (x, y, z, t) de points d'un espace métrique muni de la 
métrique d satisfait à l'inégalité 


(2) ld(x, y) — d(z, 11 < d(x, z) + dy, t). 
En effet, en vertu de (1) 
ld(x, y) — d(z t)l < dx, y) — dy, z)l + IdO, z) — d(z, 1) = 
= Id(y, x) — dy, 2)l + Id(z, y) — d(z, 1)l < d(x, 2) + dO, ©). 


2. Notion d'espace normé 

DÉFINITION 3. On appelle espace normé réel un espace vectoriel réel 
muni d’une norme et de la métrique engendrée par cette norme. 

EXEMPLE 1. Conformément à la définition 4 du $ 1, l’espace euclidien 
n-dimensionnel R” est un espace normé réel. Sa norme est 


(3) Ixl = | S x 
K=]! 


et sa métrique est 


(4) dix, }) = lc RE 


La convergence des suites dans R” est définie en coordonnées, i.e. 
x = a si et seulement si x£”? — ax pour k& = 1, ..., n, ce qui découle 
immédiatement des inégalités 
O< max 1x — al < dx"), a) < 

IGk<Çn 
< 1x — al +... + 1x = al. 


EXEMPLE 2. Espace hilbertien l2. C’est une généralisation des espaces 
euclidiens R” en dimension infinie. Les éléments de l’espace /2 sont toutes 
les suites x = (x:) de nombres réels dont les séries 3x? des carrés des 
« coordonnées » sont convergentes. L'introduction dans 2 de l’addition, de 
la multiplication par un nombre et du produit scalaire est fondée sur les 
identités numériques suivantes : 


(5) (a + b} + (a — b} = 2(a? + b?), 
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(6) ab = Y4(a + bY — (a — b}]. 


Rappelons que si x = (x,;) et y = (y.) sont des suites numériques, on 
entend par x + y et x — y les suites respectives (x; + ya) et (xx — y) et 
par ÀX, la suite (Ax:). 

Si x, y € b, il en est de même pour x + y. En effet, les séries positives 
SX + nr) et D (x — }h)° sont majorées en vertu de l'identité (5) par 
une série positive convergente > 2(x? + }y2)et, par conséquent, convergent. 

Si x € 2, alors Xx € l: pour tout X € R. En effet, la série D(Ax:)? = 
= À? 5x2 converge avec > x. 

Ainsi, dans / sont définies les opérations d’addition et de multiplication 
de ses éléments par des nombres réels. Il est clair que /2 est un espace vecto- 
riel réel pour ces opérations. 

Il résulte de la convergence des séries D (xx + Ya)? et D(xx — }h)° en 
vertu de l'identité (6) que /a série 2x1} converge pour tous les x, y € b. 
Posons 


(7) (X, y) = D nd 


On voit aisément que la fonction (x, y} ainsi définie sur 2 X / satisfait 
aux axiomes du produit scalaire. On la prend pour le produit scalaire stan- 
dard sur l:. L'espace vectoriel / muni de ce produit scalaire ainsi que de 
la norme 


Ixl = [Sx2 


et de la métrique 


d(x, y) = pre — ph) = Ux — yl 


que ce produit engendre a été étudié pour la première fois par Hilbert et 
porte en son honneur le nom d'espace hilbertien. 

Comme Ixf” — xl < d(x!”, x) pour tout & € N, la convergence de 
x" vers x eritraîne celle de x£"” vers xx pour tout K, i.e. la convergence 
pour la métrique de l’espace /: entraîne la convergence en coordonnées. 
Mais la réciproque n’est pas vraie. En effet, soit e{” le vecteur de / dont 
la n-ième coordonnée est égale à 1 et toutes les autres sont nulles. Il est 
évident que e{” converge eñ coordonnées vers le vecteur nul O (i.e. vers le 
vecteur dont toutes les coordonnées sont égales à zéro). Cependant, 
le — OÙ = le 1 = 1, de sorte que e(” ne converge pas pour la métrique 
de / vers le vecteur 0. 


22-019 
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EXEMPLE 3. Espace C(A). Ses éléments sont toutes les fonctions réelles 
continues sur un intervalle fermé borné A. Elles forment un espace vectoriel 
réel pour les opérations ordinaires d’addition des fonctions et de multiplica- 
tion d’une fonction par un nombre réel. En outre, le module de toute fonc- 
tion continue est continu et, par conséquent, présente un maximum sur 
l’intervalle A. Montrons que max Îx(#)| est une norme sur C(A). 


tEA 
En effet : 
1) Vu que pour tout f € À 


lx(t) + y < Ix(t)l + Lr(OI < max Ix(0)! + max ly(r)|, 
1Eà tEà 
on a max Ix(f) + y(r)l < max Ix(r)l + max ly(t)| : 
tea tEA IEA 


2) max Ixx(t)l = IXI max Ix(t)l ; 
1e tea 
3) si x # O, ie. x(f) # 0, max Ix(t)l # O0. 
tes 
EXERCICE 3. Montrer que cette norme n’est pas engendrée par un produit scalaire (voir 
exercice 2 du $ 1). 


C(A) est donc un espace réel normé. La convergence des suites dans 
C(A) est une convergence uniforme sur À. En effet, x, — x dans C(A) signi- 
fie que max Îx,(r) — x(t)l — 0, i.e. 

tEA 


(Ve > OJ(GN)(Vn € Nj(n > N = max Ix;(r) — x(r)l < €), 


ce qui est équivalent à la condition 
(ve > OJGN)(Vn € NW E An > N = lxa(t) — x(t)l < €), 


i.e. à la convergence uniforme de x,(t) vers x(f) sur A. 


$ 3. Voisinages d’un point dans un espace métrique 


1. Boule ouverte ; £-voisinage 

DÉFINITION 1. Soit X un espace métrique muni d’une métrique 4 et 
soit r > 0. On appelle boule ouverte dans X de centre a et de rayon r 
l’ensemble 
(1) U(a;r)=1{xe XId{x, a) < ri]. 


Notons que a € U(a;r) (car d(a, a) = 0 < r) et que U(a;r)c 
C U(a; nr) si 0 < r; < r1 (car d(x, a) < r1 entraîne d(x, a) < ri). 
Dans R” muni de la métrique standard, 


(2) U(a ; r) = (x € R” DC — ax) < F. 
K=| 
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En particulier, U(a ; r) est un intervalle ]a — r, a + rl pour n = 1, 
U((a, b) ; r) est un disque ouvert 


{(x, y) € R°1(x — aŸ + (y - bY < r°} 
pour 7 = 2, U((a, b, c) ; r) est une boule ouverte 
EX, 7, z) € R°1(x = a) + (y — bY + (z — cc < r°} 


pour n = 3 (d’où la dénomination générale de « boule »). 

DÉFINITION 2. On appelle &-voisinage d’un point a de l’espace métrique 
X la boule ouverte U(a ; €). 

En particulier, dans R muni d’une distance habituelle, le e-voisinage 
U(a ; £) du nombre a est encore un intervalle ]a — €, a + el de rayon € 
et de centre a. Dans R°, le e-voisinage U((a, b) ; e) du point (a, b) est un 
disque ouvert de rayon € et de centre (a, b). 

2. Notion générale de voisinage 

Même pour les études dans le plan, il est rationnel d’élargir la notion 
de voisinage d’un point. 

DÉFINITION 3. On appelle voisinage d'un point de l’espace métrique X 
tout ensemble dans X contenant un e-voisinage quelconque de ce point. 

Ainsi, U est un voisinage du point a dans X si et seulement si UC X 
et s'il existe un £ > Otl que UDU(a;e), 1e. U contient une boule 
ouverte de centre a. En particulier, tout e-voisinage du point a est son voisi- 
nage au sens de la définition 3. Le voisinage du point a € X peut aussi être 
représenté par une boule fermée 


B(a;r)={xeX\d(x,a)<r] 
de centre a et de rayon r > O0 car celle-ci contient U(a ; r). 
Dans R” on recourt souvent aussi à des voisinages cubiques. 


DÉFINITION 4. On appelle cube ouvert dans R'" de centre a et d'arête 
2h (où h > 0) l’ensemble 


(3) Q(a;h)=1(xEe R'Ilxx — al <h(kK=1, ...,n)). 


Pour n = 1 Cest un intervalle ]a — h, a + h[. Pour n = 2, l’ensemble 
Q((a, b) ; h) est un carré 


Hx,»)ERÎla-h<x<a+h b-h<y<b+h} 
(fig. 2). Pour nr = 3, l’ensemble Q((a, b, c) ; h) est un cube 
(x, » D'ERla-h<x<a+h b-h<y<b+h, 
c—h<z<c+h) 


(fig. 3). (D'où la dénomination générale de « cube ».) 
Chaque cube Q(a ; £) dans R” est un voisinage du point a car 


Q(a ;e) D U(a;e) 
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Fig. 2 Fig. 3 


(fig. 4). En effet, vu que 


lxx — axl < x — al = px — a) (kK=1,...,n), 
K=] 


il découle de Ix — al < € que Ixx — al < € pour k = 1, ..., n, ie 
x € U(a ; €) entraîne x € Q(a ; €). Nous dirons que les ensembles Q(a ; €) 
sont des voisinages cubiques du point a (et que les ensembles U(a ; €) sont 
ses voisinages sphériques). 

THÉORÈME 1. La boule ouverte U{(a ; r) est un voisinage de chacun de 
ses points. 

Démonstration. Soit x € Ua; r), i.e. d(x, a) < r, de façon que € = 
= r — d(x, a) > 0 (fig. 5). Si y € U(x ; €), ie. d(y, x) < €, il en résulte 
que 

d(?, a) < d{(y, x) + dix, a) < & + d{x, a) = pr, 


ie y € U(a ; r). Donc, U(x ; €) € Ua; r), de sorte que U(a ; 7) est un 
voisinage de son point (quelconque) x. 

EXERCICE 1. Montrer que Q(a ; h) est aussi un voisinage de l’un quelconque de ses 
points. 

3. Propriétés fondamentales des voisinages 


Notons # (a) l’ensemble de tous les voisinages du point a dans un 
espace métrique. 
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ÿ 


LA 


Fig. 4 


THÉORÈME 2. Les voisinages des points de l'espace métrique X possé- 
dent les propriétés suivantes : 

1) si U est un voisinage du point a € XetUC VC X, alors V'est aussi 
un voisinage du point à ; 

2) l'intersection de deux voisinages quelconques du point a est un voisi- 
nage de ce point ; 

3) le point a appartient à chacun de ses voisinages ; 

4) tout voisinage du point a contient un voisinage de ce point qui est 
voisinage de chacun de ses points. 

Démonstration. 1) Soient U € 7 (a) et U € V € X. En vertu de la 
définition 3, il existe un € > 0 tel que U(a ;, €) € U, ce qui signifie à plus 
forte raison que U(a; €) C V'et, par conséquent, V € 7 (a). 

2) Soient U € 7 (a) et VE 7 (a). Il existe donc des €1 > Oet 2 > 0 
tels que U > Ua ; ei) et V D Ua ; e2). Posons € = min (61, &2). Alors 
e > O&æUNV > U(a; e)NU(a;e2) D U(a;e), desorequeUnNVe 


€ # (a). 


Fig. 5 
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3) Soit UE 7 (a). Il existe donc un € > 0 tel que U(a;e) CU. 
Comme a € U(a; €), on a à plus forte raison a € U. 

4) Soit U € 7 (a). Il existe donc un € > 0 tel que U(a; €) € U. Mais 
U(a ; €) est un voisinage du point a. Donc, en vertu du théorème 1, il est 
un voisinage de chacun de ses points. 


$ 4. Espaces topologiques 


1. Notion d’espace topologique 

DÉFINITION 1. On dit que l’ensemble X est muni d’une topologie si à 
tout point de X est associée une famille non vide de sous-ensembles de 
X, appelés voisinages de ce point, satisfaisant aux conditions suivantes 
(axiomes des voisinages) : 

1) tout sous-ensemble de X qui contient un voisinage du point est aussi 
un voisinage de ce point ; 

2) l'intersection de deux voisinages quelconques du point est voisinage 
de ce point ; 

3) le point appartient à chacun de ses voisinages ; 

4) tout voisinage du point contient un voisinage de ce point qui est voisi- 
nage de chacun de ses points. 

L'ensemble X muni d’une topologie donnée est appelé espace topologi- 
que. Deux topologies sur X se confondent si les familles de voisinages asso- 
ciées à ces topologies coïncident. L'ensemble vide est un espace topologique 
par définition ; il représente un voisinage de chacun de ses points en 
l'absence de ces derniers. 

DÉFINITION 2. On appelle ensemble ouvert d’un espace topologique X 
tout sous-ensemble de X qui est voisinage de chacun de ses points. 

Pour abréger on peut formuler l’axiome 4 des voisinages comme suit : 
tout voisinage du point contient un voisinage ouvert de ce point. 

En vertu du théorème 2 du $ 3, les voisinages des points de l’espace 
métrique satisfont aux axiomes 1 à 4 et lui confèrent par là même une 
topologie. Nous admettrons que l’espace métrique est muni de cette topolo- 
gie et, par conséquent, nous traiterons chaque espace métrique en tant 
qu’espace topologique. Le théorème 1 du $ 3 signifie que conformément 
à sa dénomination chaque boule ouverte dans un espace métrique est un 
ensemble ouvert. 

Les espaces métriques ne sont pas les seuls espaces topologiques dont 
nous aurons besoin. 

Introduisons une topologie dans R = R U { +}. Le voisinage de tout 
point a € R distinct de +c est par définition chaque ensemble U C R 
qui contient un e-voisinage Ja — €, a + el de ce point. Le voisinage de + « 
(resp. de — ©) dans R est tout ensemble U C R qui contient un intervalle 
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JM, +o] (resp. [—o, —-MT où M > 0. Les voisinages des points 
a # +o dans R se distinguent de ceux dans R par la possibilité d'ajouter 
un ou deux points +, — æ, ce qui ne viole évidemment pas les axiomes 
des voisinages. Vérifions les axiomes des voisinages pour les points + co. 

1. Laxiome 1 est vérifié par définition. 

2. Si Ui et U2 sont des voisinages du point + «, il existe des nombres 
M1 > Oet M2 > 0 tels que VA D ]JM1, +] et Uz 2 ]M2, + ©] ; mais 
alors U1 N U2 D ]M, + ©] où M = max (M1, M2), de sorte que U; N U: 
est aussi un voisinage du point +. Pour — la démonstration de 
l’'axiome 2 est analogue. 

3. Les points + et — sont inclus par définition dans chacun de 
leurs voisinages. 

4. Par définition, tout voisinage U du point + contient un voisinage 
1]M, +] où M > 0 ; mais ce dernier est un voisinage de chacun de ses 
points : il l’est du point + par hypothèse, et si a € ]M, + œ], alors 
]M, + ©] D Ja — €, a + €], où € = a — M. Pour — la démonstration 
de l’axiome 4 est analogue. 


EXERCICE 1. Montrer que la métrique ordinaire d(x, y) = lx — yl sur R ne peut pas 
être prolongée jusqu’à une métrique sur R de telle sorte que cette dernière engendre la topolo- 
gie décrite sur l’espace R, i.e. qu’un ensemble dans R soit le voisinage du point ae Rsiet 
seulement s’il contient un e-voisinage de ce point (dans la métrique prolongée). 

EXERCICE 2. Posons  Arctg (+00) = x/2, Arctg(—-) = —-x/2 et d(x, y) = 
= lArctg x — Arctg yl pour tous x, y € R. En déduire que d est une métrique sur R et que 
la topologie de l’espace R cest engendrée par cette métrique (de sorte que l’espace R est dit 
métrisable). 

Introduisons une topologie dans l’ensemble R” qu'on obtient par adjonction à R°" d'un 
seul point © « à l'infini ». Appelons voisinage d’un point a € R” dans. R" tout ensemble 
UCR" qui contient une boule ouverte U(a ; &), et voisinage du point , tout ensemble 
UCR' qui contient dans R" le complémentaire d’une boule fermée B(O ; M), i.e. tout 
ensemble qui contient le point æ et tous les points x € R” pour lesquels Ixl > M. 

EXERCICE 3. Vérifier les axiomes des voisinages dans R”. 

EXERCICE 4. Montrer que tout comme dans le cas de R, on ne peut pas prolonger la 
métrique euclidienne sur R” jusqu’à une métrique sur R" de telle façon que cette dernière 
engendre une topologie de l’espace R?, 

EXERCICE 5. Montrer que R" est quand même métrisable. 

Citons encore un exemple d'espace topologique 

EXEMPLE 1. Soit X une famille non vide de fonctions réelles définies sur un ensemble 
non vide £. Pour toute fonction fo € X, tout ensemble fini de points x1, ..., x, € E et tout 
e > 0 posons 


U,,. ue(Jo) = WE XTIJCxx) — Poux) < € (K = 1, ..., n)}. 


Appelons voisinage de la fonction fo dans X tout ensemble de fonctions de X qui contient 
l’ensemble de la forme U,,. ” ee Vo). On voit aisément que les axiomes des voisinages sont 
vérifiés. 

REMARQUE. Pour # = C(A) (exemple 3 du $ 2)et Æ = A, la topologie décrite n'est pas 
métrisable. 
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2. Système fondamental de voisinages 

Les voisinages sphériques et cubiques dans R” sont équivalents dans 
un certain sens. 

DÉFINITION 3. On appelle système fondamental de voisinages du point 
d’un espace topologique (et métrique, en particulier) toute famille de voisi- 
nages de ce point possédant la propriété suivante : tout voisinage du point 
contient un voisinage qui appartient à cette famille. 

Ainsi, l'ensemble de tous les voisinages sphériques U(a ; £) du point a 
de l'espace métrique est un système fondamental de voisinages de ce point 
car, par définition, tout voisinage du point a contient un voisinage sphéri- 
que de a. Les voisinages U(a ; 1/Kk) (k € N) forment eux aussi un système 
fondamental de voisinages du point a. En effet, pour tout voisinage U du 
point a il existe un € > 0 tel que U D U(a;e), et pour ceëz,unKEeN 
tel que € > 1/4 ; mais alors U 2 U(a ; 1/Kk). Ainsi donc, dans un espace 
métrique chaque point possède une suite fondamentale de voisinages. 

Les voisinages cubiques du point dans R" forment aussi un système fon- 
damental de voisinages de ce point. En effet, nous avons déjà vu que les 
ensembles Q(a ; e) sont des voisinages du point a. Or fout voisinage sphéri- 
que du point a dans R" contient un voisinage cubique, à savoir 


U(a ; €) D o(a: 5) 


(fig. 6): sixe o(a: E) ie. [xx — al < ee alors 
n 


Vn° 

ai 2 2 
> | € £ 

_ n n 
: LR, —— 


n fois 


d’où Ilx — al < €, i.e. x € U(a ; €). Ainsi, pour tout voisinage U du point 
a il existe un € > O tel que UD U(a;e) et, par conséquent, 
U > Q(a; e/Vn). 

3. Convergence des suites 

DÉFINITION 4. On dit que la suite (x,) de points de l’espace topologi- 
que X converge vers le point a € X, ou que a est la limite de la suite (x;), 
et on écrit x, + à, ou bien a = lim x,, si x, appartient à chaque voisinage 
du point a pour tout 7 suffisamment grand “*). 


*) Notons que si l’on prend pour les voisinages des points de l’espace X tous les ensembles 
de X qui contiennent ce point (topologie dite discrète sur X}, la définition introduite de la 
limite d’une suite dit que seulcs les suites stationnaires ont une limite. 
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RER 


A 


L'URe 


Fig. 6 


Pour les espaces métriques, cette définition est équivalente à la défini- 
tion 2 du $ 2 En effet, conformément à cette dernière x, —+ a si 
d(Xxn, a) — 0, ie. quel que soite > O on a d(x;, a) < € pour tout n suffi- 
samment grand, ou, ce qui revient au même, quel que soit € > Oon a 
Xn € U(a ; €) pour tout 7 suffisamment grand. De par la définition d’un 
voisinage dans un espace métrique (définition 3 du $ 3), ceci équivaut à 
ce que x, appartient à chaque voisinage du point a pour tout 7 suffisam- 
ment grand, ie x, — a au sens de la définition 4. 

Signalons maintenant qu’en général une suite (x,) de points de l'espace 
topologique X converge vers un point a € X si tout voisinage d'un système 
fondamental Ÿ de voisinages du point a contient x, pour tout n suffisam- 
ment grand. En effet, de par la définition du système /, pour chaque voisi- 
nage U du point a il existe un V € / contenu dans U ; si x, € V pour tout 
n suffisamment grand, on a à plus forte raison x, € U, i.e la condition 
de la définition 4 est vérifiée. 

Comme les voisinages cubiques de tout point a forment dans R” un 
système fondamental de voisinages de a, il s'ensuit en particulier que 
x" — a dans R"si et seulement si x”? appartient à chaque voisinage cubi- 
que de a pour tout m7 suffisamment grand, i.e pour tout € > 0 il existe 
un N tel que 

(m) 


Ixé” — al < e pour tou m>Netk=1,...,n, 
= - 5 (m1) = 
ou, ce qui revient au même, x£” — a pour # = 1, ..., ñn. Donc, nous 


avons Obtenu de nouveau que la convergence dans R” est une convergence 
en coordonnées. : 

Chaque nombre a € R possède un système fondamental de voisinages 
que forment les intervalles Ja — €, a + ef, de sorte que la convergence de 
la suite (x) vers a dans R est la même que dans KR. Le point + (resp. 
— ©) possède un système fondamental de voisinages que forment les inter- 
valles ]M, + ©] (resp. [—c, — M[) où M sont des nombres strictement 
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positifs, de sorte que pour les suites numériques la convergence vers + 
ou — dans R est la même que dans KR. D'une façon analogue, la conver- 
gence dans R” de la suite (x(”) vers a # © est la même que dans R”. 
D'autre part, si (x) C R', alors x —+ © si et seulement si 1x1 — 
—+ +oo. En effet, 


R'\B(0;M)=1{xe R'Ilxl > M], 


et x" — « signifie que x” € R" \ B(0 ; M) pour tout mn suffisamment 
grand. 


Dans l’espace X de l'exemple 1, fn — fo si et seulement si /m(x) — fo(x) pour chaque 
point x € £. En effet, fn — fo implique que pour tout point x € E et tout € > 0 la fonction 
fm appartient à U, 4 POUr tout m suffisamment grand, ie. 1 /,(x) — fo(x)l < € pour tout 
m suffisamment grand, si bien que f(x) — fo(x). Réciproquement : si fn{(x) — fo(x) pour 
tout x € E, il existe pour chaque famille finie de points x1, ..., x, € E et toute > Oun N 
tel que 


lfm(xx) — fo(xx)l < € 


quels que soient m > Net k = 1,...,n,i.e. fn appartient à chaque voisinage U,,  . Vo) 


de fo pour tout m suffisamment grand ; or ces voisinages forment un système fondamental 
de voisinages de fo. La topologie de l’espace X est appelée topologie de la convergence simple. 


4. Adhérence et intérieur d’un ensemble 

Les voisinages permettent de définir deux relations topologiques de 
proximité d’un point et d’un ensemble. 

DÉFINITION 5. Soient X un espace topologique, a € X et E € X. Le 
point a est appelé point adhérent à l’ensemble E si tout voisinage du point 
a a une intersection non vide avec E. L'ensemble des points adhérents à 
E, noté E ou [E], s’appelle adhérence de l’ensemble Æ. Le point a s'appelle 
point intérieur à l’ensemble E si E est un voisinage du point a. L'ensemble 
des points intérieurs à E, noté É ou JE, s'appelle intérieur de l’ensemble E. 

1° Si X est un espace topologique, E C X et a est la limite d'une suite 
de points de E, alors a € E. En effet, si a = lim x, où x, € E, la définition 4 
dit que tout voisinage du point a contient des éléments de la suite (x;) 
et, par conséquent, a une intersection non vide avec E. 

Les notions d’adhérence et d’intérieur d’un ensemble sont intimement 
liées. Désignons le complémentaire X \ E de l’ensemble E dans X par CxE 
et rappelons ses propriétés : 


EUCXxE = X, ENCxE = O, Cxr(CxrE) =EÆE ECFSCXED CrÆE. 


2° Tout ensemble E d’un espace topologique X vérifie les relations sui- 
vantes : 

a) Cx[E] = JCxE[,  b)]ET = Cx[CxE], 

c) [E] = CxiCxE[,  d) CxlET = [ICxE)]. 
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En effet, x € Cx[Æ] signifie que x n’est pas un point adhérent à E, i.e. 
il existe un voisinage U du point x qui ne se coupe pas avec Æ ou, ce qui 
revient au même, qui est contenu dans CxE£E. Mais en vertu de l’axiome 1 
des voisinages, cela signifie que CxEÆE est un voisinage du point x, i.e. 
x € ]JCxET. Donc, les relations x € Cx[ÆE1] et x € JCx ET sont équivalentes, 
ie. la relation a) est juste. La relation b) résulte de a) par substitution de 
CxE à E, et les relations c) et d) par application respectivement à a) et 
b) de l'opération de passage au complémentaire. 

Les propriétés fondamentales de l’opération E — [Æ1] de passage à 
Padhérence d’un ensemble sont formulées dans quatre propositions sui- 
vantes. 

3° E C [E]. En effet, soit a € E. En vertu de l’axiome 3 des voisinages, 
tout voisinage du point a contient a et, par suite, un point de Æ. Donc, 
a € [E]. 

49 SECFC X, alors [E] C [F1]. En effet, les voisinages du point 
adhérent à l’ensemble E se coupent avec E et, par suite, se coupent avec 
tout ensemble F € X qui contient E. 

5° [[E]] = [E1. Soient x € [[E]] et U un voisinage arbitraire du point 
x. En vertu de l’axiome 4 des voisinages, U contient un voisinage ouvert 
V du point x. Comme x est un point adhérent à [Æ] et Vest son voisinage, 
il vient VNIE] # ©. Soit y € VNT[E]. Comme y € [E] et V’est un voisi- 
nage de son point y parce qu’un ensemble ouvert, V et à plus forte raison 
U se coupent avec E. Ainsi, tout voisinage du point x a une intersection 
non vide avec E, ie. xe [EE]. Donc, x e [[E]] entraîne x € [E], ï.e. 
[[E]] € [Æ]. L'inclusion inverse découle de 3°. 

6° [EU F] = [E]U[F]. En effet, comme EC EUFe&eFCEUF, 
on a [E]U[F] C [EU F] en vertu de 4°. Soit maintenant x € [E] U [F]. 
Vu que x € [ET, il existe un voisinage U, du point x qui ne se coupe pas 
avec E. De façon analogue, puisque x & [F1, le point x possède un voisinage 
U: qui ne se coupe pas avec Æ Mais alors U, N U: est un voisinage du 
point x (axiome 2 des voisinages) qui ne se coupe pas avec EU F, de sorte 
que x 6[E U F]. Donc, x & [E] U [F] entraîne x é [E U F1, ie Cx([E] U 
U [F1) € Cx[E U F1, d'où découle [E U F] C [ET U (F1. 

Chaque proposition 3° à 6° pour l’adhérence de l’ensemble entraîne, 
en vertu des relations 2°, une proposition « duale » pour l'intérieur de 
l’ensemble : 

3°. E D ]Ef[. En effet, en vertu de 3°, CxE © [CxEÆ]. En passant aux 
complémentaires et en utilisant 2° a), nous obtenons 


E = Cx(CxE) 3 CxlCxE] = JCx(CxE) = JET. 
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4". EC F(C X) = JE[ C JF. En vertu des propositions 4° et 2° d), 


ECFeCxFCCxE = [CxF] C [CxE] & Cx]F[ C Cx]EI + 
> JET C JF. 


5°. J]EIT = JET. En vertu des propositions 2° b), 5° et 2° a), 
JET = Cx(CxE] = Cx[[CxET]] = ]JCxICx ET) = JJCx(CxE)I[ = JET. 
EXERCICE 6. Formuler et démontrer la proposition 6° duale à 6°. 


5. Ensemble fermé et ensemble ouvert 

DÉFINITION 6. On appelle ensemble fermé d’un espace topologique X 
tout ensemble E de X qui contient tous ses points adhérents. 

7° Un ensemble fermé contient les limites de toutes les suites convergentes 
de ses points. Cela découle directement de 1°. 

EXEMPLE 2. Les intervalles [a, b] sont fermés dans KR. Si x é [a, b], 
alors x € [a, b] car x est séparé de [a, b] par son (a — x})-voisinage s’il est 
inférieur à a, et par son (x — b)-voisinage s’il est supérieur à b, et, par 
conséquent, x n'est pas un point adhérent à [a, b]. Pour cette raison, 
xE[ab] = x € [a, b], d’où [a, b] = [a, b]. De façon analogue, on mon- 
tre que les intervalles [a, + œ[ et ]— , b] sont fermés dans R. Mais dans 
R ils ne le sont plus parce qu’ils ne contiennent pas leurs points adhérents 
+ oo et —æ respectivement. Les intervalles [a, b], où -œ <a<b< 
< +, sont fermés dans KR. 

EXEMPLE 3. La boule fermée B(a ; r) (voir n° 2 du $ 3) dans un espace 
métrique X est un ensemble fermé (d'où sa dénomination). Soit x € 
€ [B(a ; r)]. Il existe alors pour tout € > O un point x, € U(a;e)f 
N B(a;r), d'où d(x, a) < d{x, x,) + d(x,, a) < € + r. Comme € est 
arbitraire, nous en tirons que d{x, a) < r, ie. x € B(a;r). 

8° Lensemble E d'un espace topologique est fermé si et seulement si 
E = [E]. Conformément aux définitions 5 et 6, Æ est fermé si et seulement 
si E D [Æ]. Et en vertu de 3°, on a toujours E C [EI]. 

9° Ladhérence |E]\ de tout ensemble E dans un espace topologique X 
est fermée et est contenue dans chaque ensemble fermé de X qui contient 
E, de sorte que ÎE] est le plus petit ensemble fermé de X qui contient E. 
La première affirmation découle directement de 5° en vertu de 8° et, si E C 
CcFCÂerFest fermé, [E] € [F] = F'en vertu de 4° et de 8°. 

10° L'ensemble E d'un espace topologique est ouvert si et seulement si 
E = }E. En vertu de la définition 2, dire que Æ est ouvert signifie que 
E est un voisinage de chacun de ses points ou, ce qui revient au même 
de par la définition 5, que tous ses points sont intérieurs, i.e. E € JE. 
Et en vertu de 3”, on a toujours E 2 JE. 
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11° L'ensemble E d’un espace topologique est fermé si et seulement si 
son complémentaire est ouvert. En effet, en vertu des propositions 8°, 
2° a) et 10°, 


E est fermé + E = [Æ] & CxE = Cx[E] = ]JCxEI « CxE est ouvert. 


En remplaçant ici E par CxE£E, nous obtenons la proposition duale 
suivante. 

11°. L'ensemble E d’un espace topologique est ouvert si et seulement si 
son complémentaire est fermé. 


EXERCICE 7. Montrer que l'intérieur de l’ensemble £ dans un espace topologique est le 
plus grand ensemble ouvert contenu dans E£. 


6. Propriétés fondamentales des ensembles ouverts 

Rappelons les opérations qu’on effectue sur les familles d’ensembles. 
Soit (E),e4 une famille de sous-ensembles de l’ensemble X, ie. une appli- 
cation de l’ensemble À des indices æ dans l’ensemble de toutes les parties 
de l’ensemble X. La réunion et l’intersection des ensembles de cette famille 


sont respectivement les ensembles (JE, et (NE, définis de la façon 


xt A at A 
suivante : 
(1) xEe UE s xeE, pour un a € À, 
a€tA 
(2) XE ME + xeE, pour tout à € A. 


atA 


Les réunions et les intersections sont liées entre elles par les formules 
(3) Cx UE — MN\Cx Ex, Cx ME _— UCxEx. 


a€tA a€ A ae A at A 


En effet, 
x € Cr UE © x ÉUE, + (Va e AXxé Es) & 


a€A atA 
eo (Va E AMXECrE,) # x € MNCx Ex, 
atA 
et la deuxième formule (3) est obtenue de la première par substitution de 
CxE, à E, et par passage aux complémentaires. 


REMARQUE. Il se peut que l'ensemble À des indices d’une famille (E4),., de sous- 
ensembles de l'ensemble X soit vide. Quelles seront alors la réunion et l'intersection des ensem- 
bles de cette famille ? Leurs définitions (1) et (2) peuvent être notées comme suit : 


(1°) Ù £E = IxE Xl3œ € QG, xeE.l, 
atQ 
(2°) M NE =1IxEXI(Va)ae Dm xeE,]|. 


1.14%) 
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Comme la proposition (3 € , x € Æ,) dans (1°) est fausse, la proposition x € U E, est 
atO 


aussi fausse. Donc, U E,; = ©. D'autre part, l'implication & € @ = x € E, dans (2°) 
at@ 
étant vraie puisque sa prémisse est fausse, la proposition x € MN E, est vraie pour tout 
at 
x € À. Donc, 
NE=x. 
at 


Comme nous le voyons, à la différence de la réunion, l'intersection d’une famille vide de 
sous-ensembles de l’ensemble X dépend sensiblement de X. 


THÉORÈME 1. La famille des ensembles ouverts d’un espace topologique 
X possède les propriétés suivantes : 

1) /a réunion de toute famille non vide d'ensembles ouverts est un ensem- 
ble ouvert ; 

2) l'intersection de tout couple d'ensembles ouverts est un ensemble 
ouvert ; 

3) l'ensemble vide est ouvert ; 

4) tout le X est ouvert. 

Démonstration. 1) Soient (O.),.4 une famille non vide d’ensembles 


ouverts de l’espace X et O = (JO... Si x € O, alors x appartient à un O, ; 
a€A 


étant ouvert, O, est un voisinage du point x ; comme ©, € O, O est aussi 
un voisinage du point x en vertu de l’axiome 1 des voisinages ; donc, O 
est un voisinage de chacun de ses points, i.e. un ensemble ouvert. 

2) Soient O1, O2 des ensembles ouverts dans X et soit O = ON Où. 
Si x € O, alors x € Oi et x € Où ; par conséquent, O. et O2 sont des voisina- 
ges du point x ; en vertu de l’axiome 2 des voisinages, © est aussi un voisi- 
nage de ce point ; donc, © est un voisinage de chacun de ses points, i.e. 
un ensemble ouvert. 

3) L'implication « x € @ = est un voisinage du point x » est vraie 
puisque sa prémisse « x € (3 » est fausse. Autrement dit, l’ensemble vide 
est un voisinage de chacun de ses points (faute de ces derniers), ie. un 
ensemble ouvert. 

4) Soit x € X. En vertu de la définition 1, l’ensemble des voisinages du 
point x n'est pas vide. Soit U l’un de ces voisinages. Comme U C X, X 
est aussi un voisinage de x en vertu de l’axiome 1 des voisinages. Vu qu’il 
est voisinage de chacun de ses points, X est un ensemble ouvert. 


REMARQUE. @ est l’unique ensemble ouvert dans l’espace topologique @. 

Les propriétés 1 à 4 caractérisent bien l’ensemble des ouverts de l’espace topologique 
et la topologie elle-même. Plus précisément, on a le théorème suivant. 

THÉORÈME 2. Soit 7 un ensemble de parties de l'ensemble X possédant les propriétés 
suivantes : 
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1) /a réunion de toute famille non vide .d'ensembles de ‘appartient à :/; 

2) l'intersection de deux ensembles quelconques de 7 appartient à :/; 

3) @ €.7; 

4) XES 

Il s'ensuit que est un ensemble des ouverts pour la topologie univoquement définie 
sur X. Cette topologie est donnée par les voisinages des points, qui sont définis de la façon 
suivante : U est appelé voisinage du point a s'il existe un O E.7 tel que ae OC U. 

Démonstration. Pour # = @ le théorème est évident. Soit X # @. Notons # (a) 
l'ensemble des voisinages ainsi définis du point a € X. Cet ensemble n'est pas vide. En effet, 
X € .7 d'après la propriété 4, et comme a € X C X, on a X € (a). Vérifions les axiomes 
des voisinages. 

DSotUCVCXSiUE7(a), il existe par définition un © € tel que a € OC U. 
Donc, a€ OC V'et, par conséquent, V € 7 (a). 

2) Soient U, € 7 (a) et U2 € 7 (a), de sorte qu'il existe des ensembles O, € 7 et O2 € 7 
tels que ae O, CU et a € Où € Un. Il s'ensuit que a € ON O2 € UN U2 et comme 
ON O2 € .7 en vertu de la propriété 2, on a U, N Uz € 7 (a). 

3), 4) Soit U € Z (a). Il existe un O E S'tlqueae OC U,d'oùae U. VuqueOC O, 
O est par définition un voisinage de tout point x € O. 

Ainsi, tous les axiomes des voisinages sont vérifiés et chaque O € / est un ensemble 
ouvert pour la topologie { donnée par ce système de voisinages. Soit maintenant W un ensemble 
arbitraire non vide ouvert pour cette topologie. Comme V est un voisinage de chacun de ses 
points, pour tout x € F l’ensemble des O € 7 tels que x € O C V n'est pas vide. Soit O, 
la réunion de ces ©. La propriété 1 dit que O, € . et, en vertu de la définition de l’ensemble 


O,, xeEO, C V. Il s'ensuit que V = Uo, et, par conséquent, V € en vertu de la pro- 
xeV 


priété 1. Ainsi donc, ./ coïncide avec l’ensemble des ouverts pour la topologie s. Supposons 
enfin que 7 soit un ensemble des ouverts pour une autre topologie £’. Si U” est un voisinage 
du point a pour cette topologie, l'axiome 4 des voisinages dit que U” contient un voisinage 
ouvert du point à, ie. il existe un ensemble O € tel que a € O C U”, ce qui implique 
U” € 7 (a). Réciproquement : si U € # (a), U est un voisinage du point a pour la topologie 
t’ car il contient un voisinage ouvert O du point a pour cette topologie. Ainsi, les ensembles 
des voisinages des points pour les topologies f et /’ coïncident et, par conséquent, f” = 1! 
en vertu de la définition 1. 

On prend le plus souvent pour la notion topologique préliminaire non pas un voisinage 
mais un ensemble ouvert et on définit l’espace topologique comme un ensemble dans lequel 
est donné l'ensemble / de parties appelées ensembles ouverts, qui vérifie les conditions du 
théorème 2. Cependant, vu que nous aurons affaire surtout aux espaces métriques, il serait 
plus commode de définir la topologie en recourant à la notion de voisinage. 


Les ensembles fermés et ouverts étant complémentaires les uns des autres 
(propositions 11° et 11°), le théorème 1 admet le théorème dual suivant. 

THÉORÈME 1°. L'ensemble des sous-ensembles fermés d’un espace topo- 
logique X possède les propriétés suivantes : 

1) l'intersection de toute famille non vide d'ensembles fermés est un 
ensemble fermé ; 

2) la réunion de deux ensembles fermés quelconques est un ensemble 
fermé ; 

3) tout l'espace X est fermé ; 

4) l'ensemble vide est fermé. 
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Démonstration. 1) Soit (F,),.4 une famille non vide d’ensembles fer- 
més. Comme les ensembles CxF, sont ouverts, la proposition 1) du théo- 


rème 1 entraîne que [JCxF, est aussi ouvert. Mais alors (NF, = 
a€A a€A 


= Cx(UCxFa) est un ensemble fermé. 
atA 


2) Soient F1 et F2 des ensembles fermés. Il s'ensuit que CxF1 et Cr 
sont ouverts et, suivant la proposition 2) du théorème 1, CxÆF1 N CxF; est 
aussi ouvert. Par conséquent, F1 U F1 = Cx(CxFi N CxP2) est fermé. 

3) Comme @ est ouvert d’après la proposition 3) du théorème 1, X = 
= Cx@ est fermé. 

4) Comme X est ouvert d’après la proposition 4) du théorème 1, @ = 
= CxX est fermé. 


REMARQUE. @ est l’unique ensemble fermé de l'espace topologique @. 

EXERCICE 8. Formuler et démontrer le théorème 2° dual au théorème 2, qui montre que 
la topologie est aussi définie par une famille d'ensembles fermés. Montrer que cette dernière 
peut être donnée, à son tour, par l'opération de passage à l’ensemble fermé. Plus précisément, 
soit donnée sur l’ensemble .> (4) des parties de l’ensemble X l'opération Æ — [E] possédant 
les propriétés 3° à 6°. Appelons ensemble fermé dans X tout E €.#(X) (ie. E € A) coïnci- 
dant avec [E]. Montrer que la famille de ces ensembles coïncide avec celle des ensembles 
fermés pour la topologie définie univoquement sur X et que E — [E] l’est avec l’opération 
de passage à un ensemble fermé pour cette topologie. 


7. Sous-espace 

Soient X un ensemble et Æ son sous-ensemble. L'intersection de tout 
ensemble À C X avec Æ s'appelle trace de À sur E. 

THÉORÈME 3. Soient X un espace topologique et E € X. Si les traces 
sur E de tous les voisinages dans X de chaque point a € E sont les voisinages 
du point a dans E, le système ainsi défini des voisinages des points dans 
E vérifie les axiomes des voisinages et transforme E en espace topologique. 

Démonstration. Désignons par # (a) l’ensemble des voisinages du 
point a € E dans X et par #Æ£(a) celui dans Æ. Comme X € 7 (a) (la fin 
de la démonstration du théorème 1), on a EE = ÂMEE #g(a), de sorte 
que #£(a) n’est pas vide. Vérifions les axiomes des voisinages. : 

DSotVCWCE.SiV Ee #(a), alors V = UNE où U € (a). Or 


W= VUW-=(UNE)U(WNE)=(UUWNE. 


Il s'ensuit que W € Æ(a) car UU WE Z(a) (axiome 1 des voisinages). 
2) Soient V1, V2 € ##(a), de sorte que V1 = BNEet PV = UNE 
où Ui, U2 € # (a). Alors MN V2 = (U NU)NE. Or U, NU € (a) 
(axiome 2 des voisinages). Par conséquent, V1 N V2 € ##(a). 
3) Soit V € (a), de sorte que Vÿ = UMNEoOù UE 7(a) OnaaeU 
en vertu de l’axiome 3 des voisinages, et a € Æ par hypothèse. Donc, a € F 
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4) Soit V € ##(a). Il s'ensuit comme dans le cas précédent que F = 
= UNE où U € 7 (a). En vertu de l’axiome 4 des voisinages, U contient 
un voisinage ouvert © du point a dans X, de sorte que P > ONE. Mais 
comme © est un voisinage de chacun de ses points dans X, il en est de 
même pour ONE dans E. 

DÉFINITION 7. Soient X un espace topologique et f sa topologie. On 
dit que le sous-ensemble E € X muni de la topologie décrite dans le théo- 
rème 3 est un sous-espace topologique (ou sous-espace tout court) de 


l'espace X et que cette topologie sur E est une topologie induite par celle 
de X ; elle sera notée fÎ£. 


EXERCICE 9. Vérifier que R cest un sous-espace de l'espace R, i.e. que sa topologie coïn- 
cide avec la topologie induite par celle de KR. 

EXERCICE 10. Vérifier que R” est un sous-espace de l’espace R?. 

EXERCICE 11. R peut être considéré comme partie de R° si l’on identifie, par exemple, 
les points x € R avec les couples (x ; 0) € R°. Vérifier que par cette identification R devient 
un sous-espace de l'espace R°. 


THÉORÈME d. Si E est un sous-espace de l'espace topologique X, l'adhé- 
rence [À ]£ de tout ensemble À C E dans E est la trace sur E de l'adhérence 
[A] de cet ensemble dans X, ie. [A]E = [A]NE. Autrement dit, x est un 
point adhérent à À dans E si et seulement si x est un point adhérent à A 
dans X et si x appartient à E. 

Démonstration. x € [A]J£ signifie que x € E et que chaque voisinage 
U du point x dans E a une intersection non vide avec 4. Mais U est un 
voisinage du point x dans £ si et seulement si U = VME où V'est un 
voisinage du point x dans X. Par conséquent, x € [A]£ si et seulement si 
xeEetsi VNA = VNENA # @ pour chaque voisinage V du point 
x dans X, ie. xE [AÏJNE. 


REMARQUE. Une proposition analogue pour l’intérieur de À n'est pas juste. Par exemple, 
si X = R et E est un intervalle [a, b], l’intérieur ] A[z£ de l'ensemble À = E dans E est le 
segment [a, b], tandis que l'intérieur de À dans X est l'intervalle ]a, bf, de sorte que 
JA(E À JAÏNE. 


THÉORÈME S. Soit E un sous-espace de l'espace topologique X et soit 
AC E. Alors : 

1) À est fermé dans E si et seulement si À est la trace sur E d’un ensemble 
fermé F C X; ceci étant, [A] est le plus petit des ensembles F ; 

2) À est ouvert dans E si et seulement si À est la trace sur E d’un ensem- 
ble ouvert O € X ; ceci étant, X\[E \ A] est le plus grand des ensem- 
bles O. 

Démonstration. 1) Si À est fermé dans E, ie. À = [A}js, alors 
A = [AÏNE en vertu du théorème 4, si bien que À est la trace sur E de 
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voisinage U du point a (de #7) tel que f(x) € V” pour tout xe UND; 
donc, à plus forte raison, f(x) € V quel que soit x e UND,, ie. f(x) — b 
quand x — a. 

EXEMPLE 1. En vertu de la définition 1.2.2, la suite (x,) de points d’un 
espace métrique muni de la métrique d converge vers un point a de cet 
espace si (et seulement si) d(xr, a) — 0. Envisageons maintenant cette suite 
comme application de R dans X, avec Dx,y = N. On peut parler de sa 
limite quand 7 —+ +0 car + € N (si bien que la condition 1) de la défini- 
tion 1 et du théorème 1 est vérifiée). Prenons pour le système fondamental 
% de voisinages du point + « l’ensemble des intervalles JM, + co] (M > 0) 
et pour le système fondamental Ÿ de voisinages du point a l’ensemble de 
ses e-voisinages U(a ; €) (€ > 0). En vertu du théorème 1, x, — a signifie que 


(ve > 0O)GM > O)(Vn E ]M, + co] NN) € U(a ; E)), 


ie. pour tout € > 0 il existe un M > 0 tel que d(x, a) < & pour tous les 
entiers naturels 7 > M. Or cela signifie justement que d(x;, a) — 0. Donc, 
Xn > a Si et seulement si la suite (x,) converge vers a. 

EXEMPLE 2. Soient X et Ÿ des espaces métriques munis des métriques 
dx et dy respectivement, f une application de X dans Y, ae X, bE Y. Pre- 
nons pour % et 7 les ensembles des voisinages sphériques des points a 
et b respectivement. Nous obtenons que /(x) — b quand x — a si et seule- 
ment si a€ D, et 


(Ve > 0)(36 > O)(vVx E U(a; 8 ND 00) € V(b ; E)), 


ie. (Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Dy)(dx(x, a) < à = dy(f(x), b) < €). 

Nous verrons par la suite qu’il est plus commode de formuler la défini- 
tion 1 de la limite en termes de la théorie des ensembles. Pour le faire, 
il faut posséder une technique permettant d'appliquer la notion de fonction 
aux ensembles. 

2. Image directe et image réciproque d’un ensemole. 

Toute application f d’un ensemble X dans un ensemble Ÿ engendre une 
application de l’ensemble 7 (X) des parties de X dans l’ensemble Z (Y) 
des parties de }Y, qui est définie pour tout E eZ (X) (ie. E C X) par la 
formule 


JE) = {fx e END;). 


Il s'ensuit que f(E) = (END), d'où f(E) = @ + END, = G et, en parti- 
culier, f(@) = @. On dit que /(E) est l’image de l'ensemble E par l'applica- 
tion f ; en particulier, R; = f(x) = f(D). On montre aisément que 


ECE'=f(E)Cf(E')}, f(E1 VE) = f(E:) U/(E), 
JŒ1NE)) € f(E1)N/(E). 


S1] LIMITE D'UNE APPLICATION 37 


Les deux dernières propriétés s’étendent respectivement à la réunion et à 
l'intersection de n’importe quelle famille d’ensembles : 


D f ( U E.) = USE). En effet, ef ( U E.) Sec oi 


at A a € A a € À 


x € ( U E.) NDr= Ü (END) & y = f(x) avec xe END, pour un 


a € À a € À 
ae À pe f(E4) pour & € À © y€E U]J f(E) ; 
a€t A 
2) f ( \ Es) C fNN/(Ea). En effet, soit E = f\E,. Comme 
a € À œ € A a€t À 
ECE, pour tout æE€ A, il vient f(E) C f(E.) pour tout æ€ À, 1.e. 
JE) ©€ (1 (En). 
a € À 


Pour tout FE. (Y) (ie. FC Y) posons 
fr 'PM=1{(xeX|xeDret fNEF) 


(de sorte que f” (M €? (X) et ff”! est une application de Z (Y) dans 
@(X)). On dit que f”!(F) est l’image réciproque de l'ensemble F par 
l'application f. Ainsi, Dr=/f"'(Y»=f""'(Rf. Il est évident que 
f7"(P = ff" '(FNR)S), donc f ”'(F) = @ # FNRs = @ et, en particulier, 
f7'(@) = ©. | 

Notons quelques propriétés de l'application f 7! :  (Y) + (X). 

hFCF'=-/f"'P cf" '(F') En effet, si xef”!'(F), ie. xe Dret 
f(9 € FE alors, à plus forte raison, f(x) € F’, ie xef”!(F'). 


2)f"! (Ur. = (y) f7'(F,). En effet, xef”! (Ur) ® x€ D, 


a € À a€ A a € À 
et fE UF» xe D, et fDEF, pour un œsxef”"'(F.) pour un 
at A 
a exe (JS (Fo). 
at A 
3) f”! ( MN F.) = NN f7'(F3) (à la différence des images, on a ici 
a€ À a € À 


= et non seulement C !). En effet, xef”'{ f F.) + xe Det f(x) € 
a € À 
€ MF + xe Dret f(x) € F, pour tout a # x € f 7! (F4) pour tout & # x € 
a€ À 


ENST (Fa). 


a € À 
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de la limite de la somme, du produit, du quotient et leurs complémentaires ; 
les théorèmes de passage à la limite dans les inégalités. 

Les théorèmes de la limite de la somme de deux fonctions et du produit 
de la fonction par un nombre sont aussi valables pour les fonctions à 
valeurs dans un espace normé. Soient X un espace topologique, Y un 
espace vectoriel réel et jf, g des applications de X dans Ÿ. On entend par 
f + g une application de X dans Ÿ qui se définit de la façon suivante : 
Dr+2 = DD, et (f + 8)x) = f(x) + g(x) pour tout x € D;,,. On définit 
de façon analogue \f (avec D, = Dj) où f: X — Yet XER. 

THÉORÈME 5. Soient X un espace topologique, Ÿ un espace normé, 
f, g des applications de X dans Y, a € X'et b,c € Y. Si f(x) — b quand x — a, 
g(x) — c quand x—aet ae Dr,,, alors (f + g)(x) — b + c quand x — a. 

Démonstration. Pour tout € > 0 il existe des voisinages U’ et U” 
du point a tels que 

x € DIN U' = 1 fG — bl <3: 

xe D NU” = Ugo - cl <3 : 


Soit U = U’NU”. Lensemble U est aussi un voisinage du point a et si 
x € Dr:eNU (= (DINU')N(D,NU”)), on obtient 


1 + 8) — ( + ol < If — bi + IgGo = cl <5+5- ë. 


EXERCICE 2. Montrer que, pour tout À € R, \/(x) — Xb quand x — a si f(x) — b quand 
X + 4. 

Notons en conclusion que le théorème de la limite d’une application 
constante est aussi vrai : si X ef Y sont des espaces topologiques, f l'applica- 
tion de X dans Y à une valeur constante c et a € D, alors f(x) — c quand 
X + 4. 


$S 2. Applications continues 


1. Notion d'application continue 

L'application continue est définie tout comme les applications de R 
dans KR. 

DÉFINITION 1. Soient X et Ÿ des espaces topologiques. Une application 
f de X dans Ÿ est dite continue en un point x si xo € Dr et f(x) — f(x) 
quand x — x. L'application est dite continue si elle est continue en tout 
point x € Dr. 

Aünsi donc, en vertu du théorème 2 du $ 1, f est continue en un point 
Xo si et seulement si xo € Dr et f” "(V) est un voisinage du point x dans 
D, pour tout voisinage V du point f(x) dans Y. 
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Citons deux exemples élémentaires d’applications continues. 

EXEMPLE 1. Lapplication constante est continue : si f(x) = c pour tout 
x € Ds, alors f(x) — c quand x — x quel que soit le point x € D. 

EXEMPLE 2. L'injection canonique d'un sous-espace E de l'espace X 
dans X est continue. Soit ;: une injection canonique de E dans X, i.e. une 
application de E dans X qui fait correspondre à chaque point x € E le même 
point envisagé comme élément de X. Pour tout point x € E et tout voisinage 
U du point i(x) = x dans X on a alors 


i (U) = UNE, 


de sorte que i” '(U) est un voisinage du point x dans E. Par conséquent, 
i est continue en chaque point x € E. 

Si À et Y sont des espaces métriques et dx et dy leurs métriques respecti- 
ves, l’application f de X dans Ÿ est continue au point xo si et seulement 
si xo € D et 


(Ve > 0)(Gô > O)(vVx € Dyj(dx(x, xo) < 6 = dy(f(x), f(xo)) < €) 


(voir exemple 2 du $ 1). 

EXEMPLE 3. Soient X un espace normé réel (définition 1.2.3) et a son 
point. L'application jf : R — X définie par la formule f(A) = Àa est continue. 
En effet, pour a = 0 elle est constante et pour a # 0 (ie. llall # 0) et tout 


ER on a Ike — al = IX = Xl lal <e si IX = Xl < 


2. Propriétés fondamentales des applications continues 

THÉORÈME 1 (passage à la limite sous le symbole de la fonction conti- 
nue). Soient X, Y, Z des espaces topologiques, f une application de X dans 
Ÿ, g une application de Y dans Z, a € X et yo € Y. Si f(x) — yo quand x — a, 
g est continue au point yo et a € D,.,, on a g(f{x)) — g0o) quand x — a. 

Démonstration. La continuité de g en Yo signifie que Yo € D, et 
£gO@) — g(0) quand y — yo. Il reste à appliquer le théorème de la limite 
de la composée des applications. 

COROLLAIRE. Les notations étant celles du théorème 1, si g est conti- 
nue au point yo et (y») est une suite de points dans D, qui converge vers 
Jo, On a 80) > 80). > 

Démonstration. Posons X = R, D; = N, f(n) = y, a = + et appli- 
quons le théorème 1. 

THÉORÈME 2 (composée d’applications continues). Soient X, Y, Z des 
espaces topologiques, f une application de X dans Y et g une application 
de YŸ dans Z. Si f est continue en un point x, et g au point yo = f(x), 
go f est continue en xo. 

Démonstration. Posons a = x ; la continuité de f en x signifie alors 
que f(x) — yo quand x — a. En outre, a € D,.;, donc, à plus forte raison, 
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Le. c € U(x ; r) pour tout c € [a, b]. La convexité de B(% ; r) est démontrée 
de façon analogue si on remplace le signe < par < dans la dernière iné- 
galité. 

2. Ensemble et application connexes 

Les notions d'ensemble connexe dans R et de fonction connexe de R 
dans R peuvent être facilement généralisées aux sous-ensembles et applica- 
tions de tous espaces topologiques. 

DÉFINITION 3. Un ensemble E de l’espace topologique X est dit con- 
nexe si dans toute partition de E en deux sous-ensembles non vides, l’un 
d'eux au moins contient un point adhérent à l’autre. 

On montre que dans R seuls les intervalles sont connexes. Mais déjà 
dans R° la collection des ensembles connexes est beaucoup plus riche. 

DÉFINITION 4. Soient X et Y des espaces topologiques. Une application 
f de X dans } est dite connexe si f(E) est connexe dans Ÿ pour tout ensem- 
ble connexe E C D}. 

THÉORÈME I. Toute application continue est connexe. 

DÉFINITION 5. On appelle courbe de Jordan dans R' l’image par toute 
application continue d’un intervalle non dégénéré 7 dans R”. L'image par 
restriction de cette application à un segment arbitraire À C J est appelée 
arc de Jordan. 

Comme les intervalles sont des ensembles connexes, le théorème 1 
entraîne le corollaire suivant. 

COROLLAIRE. L'ensemble des points de la courbe de Jordan est 
connexe. 

En particulier, tout segment {a, b] dans R" est connexe. En effet, l’appli- 
cation & : [0, 1] > R” qui donne, dans la définition 1, le segment {a, b] 
est continue en tant que somme des restrictions à [0, 1] des applications 
continues À — (1 — À)a et À — Xb de R dans R°” (voir exemple 2.2.3). 

THÉORÈME 2 (théorème des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction 
réelle continue sur un sous-ensemble connexe E de l'espace topologique. 
Si f prend des valeurs distinctes aux points a, be E, tout nombre C compris 
entre f(a) et f(b) est valeur de f en un point au moins ce E. 

Démonstration. D’après le théorème 1, f(E) est un ensemble connexe 
dans KR, 1.e. est un intervalle et /(a) et /(b) sont ses points. Comme l’inter- 
valle est un ensemble convexe, C € S(E), ie. C = f(c) pour un ce E. 

DÉFINITION 6. Un espace topologique X est dit connexe s’il est connexe 
en tant qu’ensemble dans X. 

THÉORÈME 3. L'espace topologique est connexe si et seulement s’il 
n'existe pas de partition de cet espace en deux ouverts non vides. 

Démonstration. Supposons qu’il existe une partition de X en deux 
ouverts O. et O2. Si x € Où, on a x 6 [O2] parce que x possède un voisinage 
Oi qui ne se coupe pas avec O2. De façon analogue, x é [Oi] si x € O2. Ainsi 
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donc, aucun des ensembles O., O2 ne contient le point adhérent à l’autre. 
Pour cette raison, si X est connexe, on a O; = 3j ou O = ©, de sorte 
qu’il n’existe aucune partition de X en deux ouverts non vides. Réciproque- 
ment : supposons que X possède cette propriété et # = A1 U42 où 
A11NA2 = ©. Si AiN[A2] = ©, on obtient [A2] C A2, ie. A2 est fermé 
et, par conséquent, À, est ouvert. Si en outre [41]N A2 = @, on obtient 
de façon analogue que 4: est ouvert. Mais alors 4, = @ ou 42 = @. Ainsi 
dans n'importe quelle partition de l’espace X en deux sous-ensembles non 
vides, l’un d’eux au moins doit contenir un point adhérent à l’autre, i.e. 
X est connexe. 


EXERCICE 2. Montrer que l'espace topologique est connexe si et seulement s’il n'existe 
aucune partition de cet espace en deux ensembles fermés non vides. 

EXERCICE 3. Un sous-ensemble de l'espace topologique X est dit ouvert-fermé s'il est 
à la fois fermé et ouvert. Tels sont toujours @ et tout le X. Montrer que * est connexe 
si et seulement si @ et X sont les seuls ensembles ouverts-fermés dans X. 

EXERCICE 4. Montrer qu’un sous-ensemble de l'espace topologique est connexe si et seu- 
lement s’il est connexe comme sous-espace. 

EXERCICE S. Montrer que l’adhérence de l’ensemble connexe est connexe. Est-ce que la 
proposition analogue pour l'intérieur est vraie ? 


THÉORÈME 4. Soit E un sous-espace de l'espace topologique X. Un 
ensemble F C E est connexe dans E si et seulement s’il est connexe dans X. 
Démonstration. Soit F = AUB où À x ©, B x @, ANB = @.En 
vertu du théorème 1.4.4, 
AN[BI£e = ANIBINE = AN(B] 


et [A]E NB = [A]NB. Pour cette raison, F étant connexe dans £, on obtient 
AN[B] # © ou [A]ÏNB # @ pour toute partition de l’ensemble F, 1e F 
est connexe dans X. 

THÉORÈME S. Pour qu’une partie E de l'espace topologique X soit con- 
nexe il est nécessaire et suffisant que deux points quelconques a et b de 
E soient joints par un ensemble connexe contenu dans E, ie. qu'il existe 
dans X un ensemble connexe F tel que a€F bEFet FCE. 

Démonstration. Il est évident que cette condition est nécessaire : si 
E est connexe, pour F on peut prendre EÆ lui-même. Démontrons qu’elle 
est suffisante. Supposons que E vérifie les hypothèses du théorème et que 
E = AUB où À # O,B # @, ANB = @. Choisissons des points a € À, 
b € B et considérons un ensemble F connexe dans X tel que FCEea€erF, 
beF. Supposons que Ai = AMF, B1 = BNF Alors: 1) A: UB; = 
= (AUB)NF=ENF=F; 2) a€ Ai, bE Bi, de sorte que A; # D, 
B1 À © ; 3) Ai Bi C ANB, de sorte que A:1NB, = @. Comme F est 
connexe, on à A1 [Bill # @ ou [Ai]NB:1 # ©, et comme 4; C À et 
Bi C B, on obtient à plus forte raison que A N[81] # @ ou [A]NB # G, 
donc E est connexe. 
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Fig. 7 


la boule U(po ; 60) est convexe (voir n° 1), le segment [o, p] est contenu 
dans U(Po ; ào), donc dans D pour tout point p € U(po ; 60), 1.e. p est Joint 
à Do ; donc U(Po ; 60) € Do. Par ailleurs, D, est un ensemble ouvert. En 
effet, soit p € Do, i.e. p est joint à po. Puisque D est ouvert, il existe un 
ô > 0 tel que U{(p ; 6) C D. Or tout point p’ € U(p ; 6) est Joint à p par 
un segment contenu dans U(p ; 6), donc dans D. En joignant ce segment 
à la ligne polygonale dans D qui joint p à Po, on obtient une ligne polygo- 
nale dans D qui joint p’ à Po; ainsi donc, U(p; ë) € Do. Posons 
Di = D D; D, est aussi un ensemble ouvert. En effet, soit p1 € Di; il 
existe un ô1 > 0 tel que U(n1 ; 1) C D ; p1 est joint à tout point pE U{(p1 ; à). 
C'est pourquoi, si p € Do, i.e. p était joint à Po, le point P1 serait joint à 
Po, tandis que p1 € Do ; donc, U(p1 ; 61) Do = ©, 1e U(p1 ; &1) € Di, 
de sorte que D. est ouvert. Soit maintenant D un domaine. On a D = D. 
En effet, autrement on aurait une partition de D en deux ouverts non vides 
Do et Di, ce qui contredit la connexité de D parce que chaque point de 
Do serait séparé de D par son voisinage D, et, par conséquent, ne pourrait 
pas être le point adhérent à D, ; pour la même raison, aucun point de D: 
ne pourrait être un point adhérent à Do. Donc, n’importe quels deux points 
P, p’ € D sont joints à Po, de sorte qu’ils sont joints l’un à l’autre par une 
ligne brisée contenue dans D, i.e. D est connexe par lignes brisées. 

THÉORÈME 10. Tout ouvert non vide de R' est une réunion de ses 
domaines disjoints deux à deux. 

Démonstration. Soit O un ouvert non vide de R”. Considéré comme 
sous-espace de R”, l’ensemble O admet en vertu du théorème 7 une parti- 
tion en composantes connexes. Soit G l’une d'elles et soit x € G. Etant 
ouvert dans R”, O contient un voisinage sphérique U du point x. En tant 
qu’ensemble connexe dans R” (voir n° 2), U est aussi connexe dans © (théo- 
rème 4). Par conséquent, U C G puisque G est la réunion de tous les ensemn- 
bles connexes dans © contenant x. De ce fait, G est un ensemble ouvert 
dans R”". D’après le même théorème 4, G est aussi connexe dans R”. Ainsi 
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donc, les composantes connexes de © sont des ensembles ouverts connexes 
dans R”, i.e. les domaines, et © est une réunion de ces domaines (disjoints 
deux à deux). 

COROLLAIRE. Jout ouvert non vide de R est une réunion de ses inter- 
valles ouverts disjoints deux à deux. 

En effet, les domaines dans R sont des intervalles ouverts. 


$ 2. Compacité *) 


1. Théorème de Borel-Lebesgue 

En étudiant la théorie de la mesure et le calcul intégral, les mathémati- 
ciens français Borel et Lebesgue ont découvert une propriété très impor- 
tante des segments de la droite numérique. Borel a montré que si une suite 
infinie d’intervalles constitue un recouvrement du segment (ie chaque 
point du segment appartient à l’un au moins de ces intervalles), il existe 
un ensemble fini d’intervalles de cette suite qui constitue un recouvrement 
de ce segment. Lebesgue a établi que cette affirmation est vraie non seule- 
ment pour les suites, mais aussi pour toute famille infinie d’intervalles 
recouvrant le segment. Il s’est avéré très important pour les études topologi- 
ques que la proposition de Lebesgue reste valable si l’on remplace les inter- 
valles par des ouverts quelconques, pourvu que leur réunion contienne le 
segment donné. On a ainsi le théorème suivant. 

THÉORÈME 1 (théorème de Borel-Lebesgue). Si un segment de la droite 
numérique est contenu dans la réunion d'une famille infinie (Où), «A 
d'ensembles ouverts, il est encore contenu dans la réunion d'une famille 
finie extraite de cette famille. 

Démonstration. Pour b = a, le théorème est trivial. Soit a < b. On 
dira que le point x est accessible si x € [a, b] et le segment [a, x] est recouvert 
par une famille finie d’ensembles ©... Soit E l’ensemble de tous les points 
accessibles. Montrons que £ vérifie les conditions du principe de l’induc- 
tion continue. Comme aeëfa, b], il existe un indice æ € À tel que 
ae O,, d'où a€ËE. Ainsi donc, la première condition est vérifiée. Soit 
maintenant x€Æ, ie supposons qu’il existe une famille finie 

n 
d'indices (œi);en,n telle que [a, x] € Ü ©, et xe O... Si x < b, il existe 
i=l 
un x” € }x, b] tel que [x, x’] € O,, puisque O,, est un voisinage du point 
x. Par conséquent, [x, x”] € O., pour tout x” E[x, x’]. On a alors 
n 


[a, x”] = [a, x]UIx, x’] € Ü OL, pour tout x” efx, x’], ie. X x']CE. 
im] 


*) Le lecteur aura besoin de ce paragraphe au chapitre 8. 
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Enfin, soient x > a et [a, xXÏ CE (il existe un tel x puisque aë& E et la 
deuxième condition est vérifiée). Comme x € [a, b], x € O.. pour un indice 
a. Puisque O., est un voisinage du point x et x > a, il existe un x” tel 
que x'ela, xl et [x’, x] C OO... Comme x” € [a, xf et [a, x CE, le point 
x’ est accessible, i.e. il existe une famille finie d’indices (œi);er, a] telle que 


[a, x']C Ü Où. Il s'ensuit que [a, x] = [a, x']U[x’', x] C Ü On, ie. 
i=1 is0 


xeE. Donc, E satisfait à toutes les conditions du principe de l'induction 
continue, d’où be E, ce qui démontre le théorème 1. 


EXERCICE 1. Montrer que les segments sont les seuls intervalles non vides dans R possé- 
dant la propriété affirmée par le théorème 1. 


2. Ensemble compact 

C’est à Alexandrov qu’appartient le mérite de généraliser le théorème 
de Borel-Lebesgue à tous les espaces topologiques et d’introduire la nou- 
velle notion de compacité (ou bicompacité “) d’après sa terminologie). 

DÉFINITION 1. Un ensemble C de l’espace topologique X est dit com- 
pact si tout recouvrement ouvert de C dans X (i.e. toute famille d’ouverts 
dans X constituant un recouvrement de C) possède un sous-recouvrement 
fini (ie. une sous-famille finie constituant un recouvrement de C) ; X est 
appelé espace compact s’il est son sous-ensemble compact, 1.e. si tout recou- 
vrement ouvert de X possède un sous-recouvrement fini. 

Le théorème 1 montre que les segments sont des ensembles compacts 
de K. 

THÉORÈME 2. Soient X un espace topologique, E son sous-espace et 
CCE.Cest un ensemble compact de X si et seulement si C est un ensem- 
ble compact de E. 

Démonstration. Soit C un ensemble compact de E et soit (Ou), «4 
une famille d’ouverts de X constituant un recouvrement de C. Pour tout 
a € À, posons V, = ONE. En vertu du théorème 1.4.5, V, sont des 


ensembles ouverts de E. Comme CC UJ O,onaCcC ( U 0.) NE = 


a € À a € À 


*) A l’époque, on disait que l'ensemble K d’un espace topologique est compact si toute 
partie infinie de K possède un point d’accumulation appartenant à Æ (il est à noter que le 
théorème de compacité (ainsi définie) du segment numérique, ou la proposition équivalente 
à ce théorème, s'appelait théorème de Bolzano-Weierstrass et remplaçait souvent le théorème 
de Borel-Lebesgue du cours des raisonnements). Cependant, la bicompacité s'est avérée une 
propriété beaucoup plus importante et les mathématiciens ont pris le terme « compacité » 
tout court (en adoptant le terme d’ensemble « dénombrablement compact » pour un ensemble 
compact au sens ancien). D'ailleurs les adeptes de l’école d’Alexandrov utilisent toujours 
l’ancienne terminologie. 
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= (ÜJ (ONE) = Ü V4. Donc, (W),64 est une famille d’ouverts de E 
a€ À a € A 
constituant un recouvrement de C et, par suite, C C UJ V, où K'est un 
at K 
ensemble fini d'indices æ. On a alors, à plus forte raison, CC UJ ©. 
at K 
On peut donc conclure que tout recouvrement ouvert de l’ensemble C dans 
X possède un sous-recouvrement fini, i.e. C est un ensemble compact de 
X. Inversement : soient C un ensemble compact de X et (W),e4 une 
famille d’ouverts de E recouvrant C. En vertu du théorème 1.4.5, il existe 
pour tout a € À le plus grand ensemble parmi les ouverts de X dont la trace 
sur E est V, ; notons-le O.. Comme (O,),,. 4 est une famille d’ouverts de 


X recouvrant C, on a CC U O, où K est un ensemble fini d’indices «. 
acK 


Mais alors C C U) V.. Ainsi donc, tout recouvrement ouvert de l’ensemble 
acekK 

C'dans E possède un sous-recouvrement fini, i.e. C est un ensemble compact 

de E. 

COROLLAIRE. Soient X un espace topologique et CC X. C est un 
ensemble compact de X si et seulement si C, muni d'une topologie induite 
par celle de X, est un espace compact. 

En effet, prenons, dans le théorème 2 en qualité de E, le sous-espace 
C muni de la topologie mentionnée. D’après le théorème 2, C'est un ensem- 
ble compact de X si et seulement si C est un ensemble compact de l’espace 
C, 1e. si C est un espace compact. 

Ainsi, en particulier, les segments de R munis d'une topologie induite 
sont des espaces compacts. 

Citons la définition « duale » de la compacité. Une famille d’ensembles 
(ExueA est dite centrée si chacune de ses sous-familles finies a une inter- 
section non vide. Ainsi, chaque suite décroissante d’ensembles non vides 
est centrée parce que l'intersection de toute famille finie de ces ensembles 
est celui d’entre eux qui a le plus grand indice, et donc n'est pas vide. 

THÉORÈME 3. Un espace topologique X est compact si et seulement 
si chaque famille centrée de ses sous-ensembles fermés a une intersection 
non vide. 

Démonstration. Soit (F,),.4 une famille centrée d’ensembles fermés 
de X. Posons O4, = X NX E, pour tout & € À. Aucune sous-famille finie 
ve 1 de la famille (Oxaea ne recouvre tout le X puisque 


xs (L U On) = (al Fu # ©. Or O, sont des ensembles ouverts. C’est 
Ka=1! 


pourquoi, si À est re toute la famille (O,),,<4, elle non plus, ne 


52 CONNEXITÉ ET COMPACITÉ. FRONTIÈRE D'UN ENSEMBLE [CH. 3 


recouvre pas X, ce qui implique (NF, =X\ ( U 0.) < ©. Ainsi 
a € À at À 

donc, si X est compact, toute famille centrée de ses sous-ensembles fermés 

a une intersection non vide. Inversement : supposons que X possède cette 

dernière propriété et que (O4), «4 soit une famille d’ouverts recouvrant X. 


Posons F, = Æ X O, pour tout a € À. Comme ff) F; = XX“ ÜU O = @ 
a€ À a€ À 

et (Fa), e 4 est une famille d’ensembles fermés, celle-ci n’est pas centrée, i.e. 

elle possède une sous- -famille finie (Faxkeu,n] Qui à une intersection 


vide. On a alors Ü Oo = À N A Fax = X, de sorte que tout recouvre- 


ment ouvert de X Sonde un sous-recouvrement fini, ie. Æ est 
compact. 

COROLLAIRE. 7oute suite décroissante d'ensembles fermés non vides de 
l'espace compact a une intersection non vide. 

REMARQUE. Il existe dans R des suites décroissantes d’ensembles fer- 
més non vides ayant une intersection vide, par exemple, ([n, + cf), en. 
D'où l’on déduit que R n'est pas compact. 

THÉORÈME 4. La réunion C d'une famille finie (Ci);er de sous- 
ensembles compacts de l'espace topologique X est un ensemble compact. 

Démonstration. Soit (O,:),.4 une famille d'ouverts de X recouvrant 
C'et, par conséquent, tout Ci. Etant donné que C; sont des ensembles com- 


pacts de X, il existe des ensembles finis X; € À (€ Dtelsque CC UJ Où. 
«€ K 
Alors CC Ü O4 où K = (J Ki. Comme J et tous les K; sont finis, K est 
a€tK ie] 

également fini. Ainsi donc, tout recouvrement ouvert de l’ensemble C dans 
X possède un recouvrement fini, ie. C est un ensemble compact. 

COROLLAIRE. Tout sous-ensemble fini de l'espace topologique est 
compact. 

En effet, il représente la réunion de la famille finie des singletons et 
ces derniers sont évidemment compacts. 

THÉORÈME S. Tout sous-ensemble fermé F de l'espace compact X est 
compact. 

Démonstration. Comme Fest fermé, X X Fest ouvert. En le joignant 
à n'importe quelle famille S d’ouverts de l’espace X recouvrant F, on obtient 
un recouvrement ouvert de tout l’espace X. Puisque X est compact, ce 
recouvrement possède un sous-recouvrement fini. En éliminant X NX F de 
ce dernier (s’il y entre), on obtient une sous-famille finie de S recouvrant 
F. Ainsi donc, chaque recouvrement ouvert S de F dans X possède un sous- 
recouvrement fini, ie. F est un ensemble compact de X. 
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THÉORÈME 6. Soient X et Y des espaces topologiques, f une applica- 
tion de X dans Y et C un ensemble compact de X contenu dans D. Si 
la restriction f|c de f à C (C étant muni de la topologie induite par celle 
de X) est continue, f(C) est un ensemble compact de Y. 

Démonstration. Soit (V,),€4 un recouvrement ouvert de l’ensemble 
f(C) dans Y. Comme flc est continue, le théorème 2.2.3 dit que 
Ur = flc (Va) sont des ouverts de C et, de cette façon, (U.),.e4 est un 
recouvrement ouvert de l’espace C. Puisque C est un espace compact en 


vertu du théorème 2, on a C = U] U., où K' est une partie finie de l’ensem- 


a€tK 
ble À. Il s'ensuit que /(C) € UJ SU) € Ü M, de sorte que tout recou- 
a€cK a€tK 


vrement ouvert de /(C) dans Y possède un sous-recouvrement fini, 1.e. f(C) 
est un ensemble compact de fr. 

COROLLAIRE. L'ensemble des points de l'arc de Jordan est compact. 

En effet, il a été noté que les segments dans R sont compacts et que 
l'ensemble des points de l’arc de Jordan est l’image d’un segment par une 
application continue de R dans R”. 

3. Fonction semi-continue 
__ DÉFINITION 2. On dit qu’une fonction f de l’espace topologique X dans 
R est semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement) en 
un point x, si x € D,et pour tout c < f(x) (resp. pour tout d > f{x)) il existe 
un voisinage U du point x tel que c < f(U) (resp. d > f(U)). La fonction 
f est dite semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieure- 
ment) si D; = X et f est semi-continue inférieurement (resp. supérieure- 
ment) en tout point x € X. 

EXEMPLE 1. Soit x£ une fonction caractéristique du sous-ensemble E 
de l’espace topologique X (ïi.e une fonction sur X# qui est égale à l’unité 
sur E et à zéro sur X NE). Si E est ouvert (resp. fermé), x£ est semi- 
continue inférieurement (resp. supérieurement). En effet, soit E un ouvert. 
Si x € E (de sorte que x£(x) = 1 et E est un voisinage du point x), on a 
XE(E) (= {1)})>c pour tout c < xe(x). Si xE XX E (de sorte que 
XxE(x) = 0), on obtient que même x£r(X) (20) > C pour tout C < xe(x). 
Soit maintenant Æ un ensemble fermé. Si x € E (de sorte que x£(x) = 1), 
on à xe(X) (<1) < d pour tout d > xE(x). Si xE X X E (de sorte que 
X NE est un voisinage du point x et xe(x) = 0), il vient xe(X NX E) 
(= {0}) < d pour tout d > yxr(x). 

EXERCICE 2. Démontrer que la réciproque est aussi vraie : si la fonction caractéristique 


de l’ensemble E est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement), E est ouvert (resp. 
fermé). 
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THÉORÈME 7. Une fonction f de l'espace topologique X dans R est 
continue en un point x € À si et seulement si f (en tant que fonction de 
X dans R) est semi-continue en x à la fois inférieurement et supérieurement. 

Démonstration. Soit fune fonction semi-continue en x inférieurement 
et supérieurement (d’où, en particulier, il découle que x € D). Il existe alors 
pour tout nombre € > 0 des voisinages U, et U: du point x tels que 
f(x’) > f(0 — € pour tout x’ EU ND,, et f(x’) < f(x) + € pour tout 
x" EU2ND,, d'où |f(x') — f(x)| < € pour tout x’ € UN U2N Dr. Puisque 
UN U est un voisinage du point x, cela signifie que f est continue en 
x. Inversement : soit f une fonction continue en x et soient c et d des points 
arbitraires de R tels que c < f(x) < d. Comme ]Jc, d[ est un voisinage du 
point /(x), il existe un voisinage U du point x tel que c < f(U) < d. Mais 
cela signifie que f est semi-continue en x inférieurement et supérieurement. 

Il découle de la définition 2 qu’une fonction f de l'espace topologique 
X dans R est semi-continue inférieurement en un point x si et seulement 
si — f est semi-continue supérieurement en ce point. En effet, soit © < f(x), 
1e —f(x) < — cc. Si f est semi-continue supérieurement au point x, il existe 
un voisinage U de ce point tel que (—#}(U) < —c, ï.e. c < f(U). Par consé- 
quent, f est semi-continue inférieurement en x. On démontre de façon ana- 
logue la proposition réciproque. : 

LEMME. Une fonction f à valeurs dans KR, définie sur l'espace topologi- 
que X est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si et seule- 
ment si f”"(c, + ]) (resp. f”"([- >, d[) est un ouvert de X pour tout 
cER (resp. dE R). 

Démonstration. Soit f une fonction semi-continue inférieurement. Si 
xef”'(c, +o]), ie f(x) > c, il existe un voisinage U du point x tel que 
SU) > c, d'où UC f” (lc, + æ]), de sorte que f lc, + æ]) est un voisi- 
nage de x. Ainsi donc, f”!(]c, + æ]) est un voisinage de chacun de ses 
points, i.e. un ensemble ouvert. Inversement : supposons que f ” !(]c, + æ)]) 
soit un ouvert pout tout ceR et que c</f(x), de sorte que 
xef” (lc, +o]). Alors U = f”'(lc, + ]) est un voisinage du point x et 
JU) € ]c, + oo], i.e. f(U) > c. De cette façon, f est semi-continue inférieu- 
rement en chaque point x € X. Enfin, comme 


f7'(-, dD me: (-N 7 'A-d, + c]), 


l'ouverture des ensembles f ” ‘([— , d[) est équivalente, d’après ce qu’on 
a déjà démontré, à la semi-continuité inférieure de la fonction —/, i.e. à 
la semi-continuité supérieure de la fonction f. : 

THÉORÈME 8. Une fonction f à valeurs dans KR, définie et serni- 
continue inférieurement (resp. supérieurement) sur un espace compact non 
vide X présente sur X sa valeur minimale (resp. maximale). 
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Démonstration. Soient f une fonction semi-continue inférieurement 
et m = inf /(= inf /(4)). Montrons que mn est une valeur de f. Supposons 
que cette affirmation ne soit pas vraie. Comme /(X) # @, on am < +0. 
Posons 


1 . : 
m+— si m est fini; 
Mn = 
— n Si M = — 0. 


Comme m, — m, la suite des ensembles (f” !(]m:, + æ])) recouvre X. En 
effet, soit x un point arbitraire de X. Comme m * f(x) par hypothèse, 
m < f(x) et pour cette raison il existe un numéro n tel que m1, < f(x), 1.e. 
xEf”!(]Ima, +ol]). Mais en vertu du lemme, f!(]m,, +]) sont des 
ensembles ouverts de X. Par conséquent, puisque X est compact, 1l existe 
une famille finie de ces ensembles qui recouvre X et, comme (",) est une 
suite décroissante et (f ” !‘(]m,, + æ]) est alors une suite croissante, il existe 
un numéro n tel que X = f”!(]my, + ol), i.e f(x) > m, pour tout x € X. 
On a alors m = inf f(x) > Ma, tandis que m, > m. La contradiction obte- 
xe 


nue montre que "1 € f(X) et, donc, m est la valeur minimale de f sur X. 

Il en découle déjà que la deuxième affirmation du théorème est aussi vraie. 

En effet, si f est semi-continue supérieurement et M = sup j, la fonction 
x 


— f est semi-continue inférieurement et — M = inf (—f) ; il s'ensuit d’après 
ce qu'on a déjà démontré que -ME(—-f)(—-X) = —/f(X), ie. M € f(X). 
D'où M est la valeur maximale de f sur X. 

Les théorèmes 7 et 8 entraînent immédiatement le théorème suivant. 

THÉORÈME 9. Une fonction réelle continue sur un espace compact pos- 
sède la plus petite et la plus grande valeur. 

En effet, elle possède la plus petite valeur en tant que fonction semi- 
continue inférieurement, et la plus grande valeur en tant que fonction semi- 
continue supérieurement. 

COROLLAIRE. Une fonction réelle continue sur un espace compact est 
bornée. 

4. Sous-ensembles compacts d’un espace séparé 

Rappelons qu’un espace topologique est dit séparé si ses deux points 
distincts quelconques possèdent des voisinages disjoints. En particulier, 
nous avons déjà montré au n° 2.1.4. qu’un espace métrique est séparé s’il 
est muni de la topologie engendrée par sa métrique. Notons que le point 
a d’un espace séparé est séparé de tout autre point b de cet espace par 
un voisinage fermé. En effet, a et b pbssèdent des voisinages disjoints U 
et V; V contient un voisinage ouvert © du point b ; il s'ensuit que [{/ 
a une intersection vide avec © et, par conséquent, ne contient pas b. 
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THÉORÈME 10. Le sous-ensemble compact d’un espace topologique 
séparé est fermé. 

Démonstration. Supposons que cela n’est pas vrai, 1.e. il existe un 
espace séparé X possédant un sous-ensemble compact C non fermé. Il 
s'ensuit que C possède un point adhérent c qui ne lui appartient pas. On 
en conclut que les complémentaires X X V dans X des voisinages fermés 
V de c constituent un recouvrement de l’ensemble C. En effet, si xeC, 
il existe un voisinage fermé V de c qui ne contient pas x puisque x # c 
et X est séparé, d'où l’on déduit que x€e X X . Comme les ensembles 
X NX V sont ouverts et C est compact, il existe une famille finie (Vie. a] 


de voisinages fermés du point c telle que CC Ü (XNV)=XN N" Vi, 


: i=1 im] 


ie, le voisinage ff) Vi du point c a une intersection vide avec l’ensemble C, 
im] 


ce qui contredit la relation c € [C1. 


REMARQUE. Les sous-ensembles compacts d’un espace non séparé peuvent être non fer- 
més. Ainsi, les singletons de tout espace sont des ensembles compacts, mais si, par exemple, 
X est un espace non vide contenant plus d’un élément, dont les seuls ensembles fermés sont 
© et X, les singletons de X ne sont pas fermés. 


THÉORÈME ll. L'application g réciproque d’une application injective 
continue f d'un espace compact C dans un espace topologique séparé X 
est continue si D, = f(C) est muni de la topologie induite par celle de X. 

Démonstration. Soit F un fermé arbitraire de C. En vertu du théorème 
5, Fest un ensemble compact de Cet, par conséquent, en vertu du théorème 
6, f(F) est un ensemble compact de X. Comme X est séparé, f(F) est fermé 
dans X* suivant le théorème 10 et, par conséquent, selon le théorème 1.4.5 
il est aussi fermé dans l’espace f(C) muni de la topologie induite par celle 
de X. Org” !(P) = f(F). Par suite, l’image réciproque par g de tout ensem- 
ble fermé de C est fermée dans f(C), donc, d’après le théorème 2.2.3’, 
l'application g est continue. 

Notons encore deux propriétés des sous-ensembles compacts de l’espace 
séparé. 

1° L'intersection de toute famille non vide de sous-ensembles compacts 
de l'espace séparé est compacte. En effet, en tant qu’une intersection 
d’ensembles fermés (voir théorème 10), elle est fermée (théorème 1.4.1’) 
et, comme sous-ensemble fermé d’ensembles compacts de la famille, elle 
est compacte (voir théorème 5). 


REMARQUE. L'intersection de deux sous-ensembles compacts de l’espace non séparé peut 
déjà ne pas être compacte. a 


2° Une famille centrée de sous-ensembles compacts de l'espace séparé 
(en particulier, la suite décroissante de ses sous-ensembles compacts non 
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vides) a une intersection non vide. En effet, les intersections de tous ces 
sous-ensembles avec l’un quelconque d’entre eux sont compactes d’après 
la propriété 1° et, par conséquent, suivant le théorème 10, sont fermées. 
En outre, ces intersections forment, elles aussi, une famille centrée. Donc, 
cette famille possède, selon le théorème 3, une intersection non vide, et 
cette dernière est, évidemment, l'intersection de la famille centrée initiale. 

5. Ensembles compacts d’un espace métrique. Distance à un ensemble 

DÉFINITION 3. Un ensemble E d’un espace métrique X est dit borné 
s’il existe une boule qui le contient, c’est-à-dire si l’ensemble des distances 
de ses points à un point donné de X est borné. 

Si E est borné, l’ensemble des distances de ses points à n’importe quel 
point donné de X est borné. En effet, si d(x, xo) < C pour tout x€ E, et 
x est un point arbitraire de l’espace X, on a d(x, x1) < dx, Xxo) + 
+ d(x, x1) < C + dx, x1) pour tout x € E. Si X est un espace normé 
(en particulier, R”), il est plus commode de prendre le point 0 pour x ; 
comme d(x, 0) = Uxl, l'ensemble E de X est borné si et seulement s'il est 
« borné pour la norme », ie. l'ensemble numérique { x] x e E} est borné. 

Nous allons appeller compacts les sous-ensembles compacts des espaces 
métriques et, en particulier, les espaces métriques compacts. 

THÉORÈME 12. Les compacts sont bornés. 


Démonstration. Soit Æ un compact, 1e. un sous-ensemble compact 
d’un espace métrique X. La suite des boules ouvertes (U(x ; ñn)),en au 
centre en un point Xxo € X recouvre X et, par conséquent, Æ aussi. Comme 
E est un compact et cette suite est strictement croissante, E € U(x ; ñn) 
pour un 72E€N, ce qui signifie justement que E est borné. 

DÉFINITION 4. Soient x et À un point et un ensemble de l’espace métri- 
que X. On appelle distance de x à À la borne inférieure p(x, À) des distan- 
ces de x aux points de À : 


o(x, À) = inf d(x, a). 
a€ À 


On dit qu’elle est afteinte s’il existe un point & € À tel que p(x, À) = 
= d(x, @) et on dit alors que d{x, &o) est la plus courte distance de x à A. 

Ainsi donc, on a toujours p(x, À) > 0. Si À # @, o(x, À) < +wen 
tant que borne inférieure de l’ensemble non vide {o(x, a)| ae A). Enfin, 
e(x, ©) = inf @ = +oo. 

Notons quelques propriétés des distances pour un ensemble non vide. 

1° |e(x, À) — e(y, À)| < d(x, y). C’est pourquoi, e(x, À) est une fonc- 
tion continue de x. En effet, d(x, a) < d(x, y) + d(, a) pour tout a € A. 
En passant à la borne inférieure par rapport à a dans le premier membre 
(et en fixant a dans le second), on obtient p(x, À) < d(x, y) + d(y, a), 
1.e. o(x, À) — d(x, y) < d(y, a). Comme le premier membre ne dépend pas 
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de a, le passage à la borne inférieure par rapport à a dans le second membre 
donne o(x, À) — d(x, y) < e(y, À), ie. 


e(x, À) — 00, À) < dx, }). 
Puisque x et y sont équivalents, on a aussi 
e(, À) — ex, À) < dO, x) = dx, y). 


Par conséquent, |e(x, À) — e(>, 4) = max (o(x, À) — o (y, À), e(y, À) - 
— e(x, À)) < dx, }). 

REMARQUE. En particulier, d(x, xo) (= e(x, {xo})) est une fonction 
continue de x. D'ailleurs cela découle directement de l’inégalité |[d(x, xo) — 
= d(, Xo)| < d(x, }). 

2° La distance d’un point x à un ensemble À est atteinte si À est un 
compact non vide. En effet, d(x, a) en tant que fonction continue de a 
sur le compact À possède sur lui, d’après le théorème 9, la plus petite valeur. 


Notons qu’il existe des espaces normés où la distance d’un point à un ensemble non 
vide fermé (et même borné) peut ne pas être atteinte. 

EXERCICE 3. Montrer que la distance d’un point à un ensemble est atteinte pour tout 
ensemble fermé non vide de R”. 


3° Les ensembles 
B(A ; ô) = {xEe X| o(x, À) < 6] (Ô € [O, + cf) 


sont fermés. Ceci étant, B(A ; 0) = [A], de sorte que si À est fermé, on 

a g(x, A)=0 = xE€ À. Si À est borné, B(A ; à) est aussi borné. En effet, 

soit x € [B(A ; 6)]. Il existe alors pour tout € > 0 un x’ € B(A ; 6) tel que 

d(x, x’) < €. Comme x’ € B(A ; ô), i.e. inf d(x’, a) < 6, il existe pour ce 
a 


e un a€ À tel que d(x’, a) <Ô +e. On a alors o(x, À) < d(x, a) < 

< d(x, x’) + d(x’, a) < à + 2e et, comme o(x, À) ne dépend pas de €, 

il vient p(x, À) < 6, 1.e. x € B(A ; 6). Ainsi donc, [B(4A ; 6)] € B(A ; à), 

1e. B(A ; Ô) est fermé. On a par ailleurs ns d(x, a) = 0, ï.e. x € B(A ; 0), 
a 


si et seulement si pour tout € > 0 il existe un a € À tel que dx, a) < €, 
1e. si U(Xx, NA # @ pour tout € > 0 ; mais cela est équivalent à x € [A]. 
Soit maintenant À un ensemble borné, 1.e. il existe en vertu de la définition 
3 un point x € X et un nombre r > 0 tels que d(a, xo) < r pour tout a € A. 
Si x € B(A ; à), 1e. p(x, À) < 6, on a dx, a) < à + 1 pour un point a € À 
et, pour cette raison, dx, xo) < d(x, a) + d(a, xo) < ô + 1 + r ; il s'ensuit 
que B(A ; 6) C U(x ; Ô + 1 + r), de sorte que B(4A ; ô) est borné. 

DÉFINITION 5. On appelle distance entre les ensembles À et B de 
l’espace métrique la borne inférieure o(A, B) des distances des points de 
l'ensemble À aux points de l’ensemble B : 


e(A, B)= inf {d(a, b| ae A, beB). 
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On dit qu’elle est afteinte s’il existe des points ao € À et bo € B tels que 
e(4, B) = d(@, bo) et on dit alors que d(@, bo) est la plus courte distance 
entre les ensembles A et B. 

Ainsi donc, e(4, B) > 0. Ceci étant, o(4, B) < + si et seulement 
si À et B ne sont pas vides. 

4° La distance entre deux ensembles est atteinte s'ils sont des compacts 
non vides. En effet, soient À et B des compacts non vides de l’espace métri- 
que X. D’après la propriété 1°, e(A, B) est continue sur À, de sorte qu’elle 
prend en un point &o € À la plus petite valeur (voir théorème 9). Il s’ensuit 
que o(@&, B) < e(a, B) pour tout a€ À et, par conséquent, o(&, B) < 
< d(a, b) pour tout a € À et tout b € B. D'autre part, en vertu de la pro- 
priété 2° il existe un point bo € B pour lequel o(&, B) = d(ao, bo). Ainsi 
donc, d(@o, bo) < d(a, b) pour tous a € À et b € B, 1.e. d(@, bo) est la plus 
courte distance entre les ensembles À et B. 

5° Si la distance entre un compact À et un ensemble fermé B est égale 
à zéro, ces deux ensembles ont une intersection non vide. Ainsi donc, /a 
distance entre deux ensembles disjoints dont l’un est un compact et l'autre 
un fermé (en particulier, entre deux compacts disjoints) est strictement 
positive. En effet, comme o(A, B) < +, À et B ne sont pas vides. Vu 
que e(a, B) est une fonction continue de a (propriété 1°), elle atteint en 
un point & du compact À la plus petite valeur (voir théorème 9). Ainsi 
donc, o(ao, B)<ço(a, B) pour tout aë A et, par conséquent, 
o (ao, B) < d(a, b) pour tous a € À et bE B. On obtient alors 0 < o(@, 
B) < o(A, B) = 0, ï.e. op(ao, B) = 0. Comme B est fermé, il en découle 
en vertu de la propriété 3° que & € B, de sorte que AN B # @. 

REMARQUE. La distance entre deux fermés disjoints peut être égale à 
zéro. C'est le cas, par exemple, d’une branche de l’hyperbole et de son 
asymptote. 


EXERCICE 4. Construire un exemple de deux fermés disjoints de R, la distance entre les- 
quels est égale à zéro 


6. Compacts de R” 

Le théorème suivant est une généralisation directe du théorème 1 de 
Borel-Lebesgue. 

THÉORÈME 1’. Les parallélépipèdes 


(1) IT = {Ox, ..., xx) € R°| xx € [ax, be] (K = 1, ..., n)} 


(ie. les produits cartésiens [a1, b1] X ... X [an, bal) où [ar, bi], ..., (an, 
br] sont des segments arbitraires dans R, sont des compacts de R”. 
Démonstration. On procède par récurrence sur n. Pour nr = 1 (où II 
est un segment [a:, b:] dans R) c’est le cas du théorème 1 de Borel-Lebesgue. 
Supposons que le théorème soit vrai pour les parallélépipèdes dans R"”! 
où n > 1. Soit IT un parallélépipède (1) dans R” et soit (O4), <4 son recou- 
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vrement ouvert. Il s'ensuit que II peut être présenté sous la forme 
I] = IT’ X [ah, bn] 


où Il’ est un parallélépipède [a1, b1] X ... X [an-1, bn-1] dans R"”!. 
1) Pour tout f € [a;, b.], notons IT’(?) la section 


(Ou, ..., x) ET] x = 1} = II" x {fr} 


du parallélépipède (1) par l’hyperplan x, = {. D’après l’hypothèse de récur- 
rence, Il’ est un compact dans R"”!. Mais IT’ (#) est son image par une 
application R"-! — R" telle que 


Ca, Murs Xn-1)— Ou, PR. SE 1). 


Comme elle est continue, IT” (f) est aussi un compact d’après le théorème 6. 


2) Comme (Oc,e4 est un recouvrement ouvert du compact IT’(#), il 
existe Lune famille finie d’indices (œiien,x telle que I1’(#) CO, où 
O = (y O4, Soit F = R" NX O. Comme F est un ensemble fini ayant une 

i=1 
intersection vide avec le compact ITl’(f), la propriété 5° démontrée au 
numéro précédent de ce paragraphe dit que e(FÆ, Il’(f)) > 0. On obtient 
alors 


Htt=Lx{U-h t+h]CO 


pour tout À € ]0, e(F Il’ (#))l. En effet, si xeIl!:??, on a e(x, Il’(t)) < 
<h< Q{(F, Il’(t)), de sorte que x4F et par conséquent, x € O. Donc il 
existe pour tout £ € [ar, b:] un nombre h > 0 tel que I1‘** est recouvert 
par une famille finie d’ouverts O.. 

3) Soit E; l’ensemble de tous les À > 0 pour lesquels Il! ** est recouvert 
par une famille finie d’ouverts. D’après le n° 2, E: # @ et donc sup E; > 0. 
S’il existe un f tel que sup E; > b, — a,, on trouve dans E; un nombre 
h > bn — an, de sorte que II!*?, et avec lui Hi est recouvert par 
une famille finie d’ouverts. Mais comme f € [a,, b,l, on at — (b, — a) < a 
et {+ (ba — a) > br, de sorte que a, b:] Cf — (bn — a), t + 
+ (da — @n)]. Par conséquent, il existe une famille finie d’ouverts qui recou- 
vre Ï[I” X [as, ba], 1.e. IL c.q.f.d. 

4) Soit, enfin, sup ÆE: < D: — a, pour tout t € [a:, b,]. Les intervalles 
M-h,t1+ ht, où À, = sup E;, forment un recouvrement ouvert du seg- 
ment [a, b,] de sorte qu’il existe d’après le théorème de Borel-Lebesgue 
des points f1, ..., tr, tels que 


l { 
[ar, b]CÜUlG-h,, 4 + RAC U KG h,, + hi], 


iml im] 
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! 
d'où II C ns". Puisque h,, < sup E;,, il existe dans E;, un nombre 
j i d l 


t,+h : t,+h 
hi > h:, de sorte que II/*}, et avec lui II/_,", est recouvert par une 
{, h;, li h:, 


famille finie d'ouverts. Ainsi le parallélépipède II est recouvert par une 
L] | 2 e { + 
famille finie (I,,_,);en.n d'ensembles ayant chacun un recouvrement 


ouvert fini. Par conséquent, il existe une famille finie d’ouverts qui recouvre 
IL : 

Donc, il est démontré dans 3) et 4) que le recouvrement ouvert 
(Ou)aeA du parallélépipède IT possède un sous-recouvrement fini. Donc, 
IT est un compact, et le théorème est ainsi démontré. 

THÉORÈME 13. Un ensemble F de R” est un compact si et seulerient 
s'il est borné et fermé. 

Démonstration. Le compact F de R" est borné en vertu du théorème 
12 et fermé en vertu du théorème 10. Inversement : soit F un ensemble 
borné et fermé dans R”. Etant borné, il est contenu dans une boule 


B(0 ; r) et, par conséquent, dans un parallélépipède II = [] Ar où 
Km]! 


Ak =[-r, rl (& = 1, ..., n). Etant fermé dans R”, il est fermé, en vertu 
du théorème 1.4.5, dans le sous-espace II de l’espace R”. Mais, d’après le 
théorème 1”, II est un compact de R” et, donc, un sous-espace compact 
d’après le corollaire du théorème 2. Par conséquent, Fest un ensemble com- 
pact dans II d’après le théorème 5 et, donc, dans R”, d’après le théorème 2. 
EXEMPLE 2. Si À est un ensemble borné de R”, les ensembles 


B(A ; 5) = {xER"| e(x, À) < 6} (GEO, + of) 


sont des compacts. En effet, en vertu de la propriété 3° des distances 
démontrée au n° précédent de ce paragraphe, les ensembles B(A ; 5) sont 
bornés et fermés. Par conséquent, d’après le théorème 13, ils sont compacts. 
En particulier, si À est un compact de R”, tous les B(A ; 5) sont des com- 
pacts puisque le compact À est borné. 

Comme B(x% ; r) = B({x) ; r), il résulte de ce que nous venons de dire 
que les boules fermées B(x ; r) de R” sont des compacts. 

EXEMPLE 3. Les sphères S(x ; r) = {x € R"| d(x, x) = r} de R" sont 
des compacts. En effet, d’après leur définition, elles sont bornées. Et 
comme 


S(x ; r) = B(X; r) “ Un; pr) 


et U(x ; r) sont des ensembles ouverts (voir théorème 1.3.1), les sphères 
S(x ; r) avec les boules B(x ; r) sont fermées. 

7. Continuité uniforme 

Dans le n° 3 il a été établi (théorème 9) que toute fonction réelle conti- 
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nue sur un espace compact présente la plus petite et la plus grande valeur. 
Dans le cas d’espaces compacts métriques, les fonctions réelles continues 
(et, d’une façon plus générale, les applications continues dans les espaces 
métriques) possèdent encore une propriété très importante : continuité uni- 
forme. (Vu que nous en aurons besoin pour la première fois dans le chapi- 
tre 11, le lecteur peut remettre ce sujet au plus tard.) 

DÉFINITION 6. Soient X et Ÿ des espaces métriques munis de métriques 
dx et dy respectivement. Une application f de X dans Y est dite continue 
sur un ensemble E si E C Det la restriction de f à E est continue, ie. 


(2) (Vxe Eve > 0)(36 > O)(vx’ € E) (dx(x, x°) < Ô = 
= dy(f(x), f(x°')) < €). 


Il est évident que la continuité de f en tout point x € Æ entraîne celle 
de j sur E. Mais la réciproque n’est pas vraie. Ainsi, la fonction de Dirichlet 
D(x) qui est égale à 1 si x est rationnel et à 0 si x est irrationnel et dont 
l’ensemble de définition est tout le R, est discontinue en tout point x€R. 
Cependant, elle est continue sur tout ensemble Æ de nombres rationnels 
(ainsi que sur tout ensemble de nombres irrationnels) car sur ces ensembles 
elle est constante. 

DÉFINITION 7. Soient X et Ÿ des espaces métriques munis de métriques 
dx et dy respectivement. Une application f de X dans Y est dite uniformé- 
ment continue sur un ensemble E si E C Det 


(3) (ve > O)(ô > OM(Vx E E)(vx' E E)(dx(x, x') < Ô = 
= dy), f(x") < €), 


i.e. quels que soient les points x et x’ de E, la distance entre les valeurs 
de f en ces points est strictement inférieure à € dès que la distance entre 
x et x’ est strictement inférieure à 6. 

Il est évident qu’une application uniformément continue sur l’ensemble 
E est uniformément continue sur chacun des sous-ensembles de E. 

La continuité uniforme entraîne la continuité simple. En effet, en fixant 
x€ÆE, on obtient de la condition (3) que 


(ve > 0)(36 > OJ(vx” € E)(dx (x, x”) < 6 = dy(J(x), f(x") < €), 


et puisque x est arbitraire dans E, c’est la même chose que (2). Qu'est-ce 
que la condition (3) ajoute à la condition (2) ? Elle ajoute ce que pour 
tout € donné il existe un ô valable en même temps pour tout x€ E. C'est 
ce qu’on appelle « uniformité ». Dans la condition (2), à dépend non seule- 
ment de €, mais de x aussi. Il est évident que la donnée de € et x ne définit 
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pas à univoquement : si un à > 0 satisfait à la condition (2) pour € et x 
donnés, tout ô’ > 0 inférieur à Ô satisfait à cette condition pour les mêmes 
e et x. Cependant, on ne peut pas le dire pour tout à aussi grand que l’on 
veut. Il s’avère que parmi les valeurs « admissibles » de 6, il existe la plus 
grande (probablement, égale à +) qui est définie univoquement par € 
et x donnés. Plus précisément : pour tout x € E et tout € > O posons 


Ce = (8€ ]0, +oœ]| (Vx’ € E(dx (x, x') < à = dy((x), f(x") < €)} 
et 
(4) Ôxe = SUP Cros: 


Comme f est continue sur E, on a C,, # @ et donc 6,, > 0. Montrons 
que 6,., € C.., de sorte que 6... est le plus grand élément de C,.. En effet, 
soit X’6E et dx(x, x”) < à... En vertu de (4), dx(x, x') < & pour un 
ÔEC,. et, par conséquent, dy(/(x), f(x')) < €. Il est évident que f est 
uniformément continue sur Æ si et seulement si pour tout € > 0 il existe 
un Ô > 0 appartenant à C,., quel que soit x € E ou, ce qui revient au même, 
si Le ô,.-. > 0 pour tout € > 0. Mais il peut arriver que Li Ô,.- = 0 pour 
xeE xe 


un (ou même pour tout) € > 0. 

EXEMPLE 4. Les notations étant celles de la définition 7, soient 
X=Y=R, ff =x,E=T[0, +œlete > 0. Six > Oet x’ = Vx?+e, 
on a |/(x') — f(x] = € et donc 6,, = Vx? + € — x (fig. 8). Quel que soit 
e > O, 


re 


€ = 0 
——_—_——— quand x = + oo, 
VX +Ee+x 
C'est pourquoi, . Ô,.- = 0 pour tout € > 0 et, par conséquent, bien que 
Xe 


la fonction x° soit continue sur l’intervalle [0, + œ[, sa continuité n’est pas 
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uniforme. D'autre part, si x et x’ appartiennent à l’intervalle [0, a[ où a 
est un nombre strictement positif arbitraire, 


fx") — FO) = (x + x')}x" — x] < 2a/x' — x}, 


de sorte que |x’ — x] < e/(2a) = |f(x’) — f(x)| < e quel que soit € > 0. 
C’est pourquoi, &,., > e/(2a) pour tout x € [0, al et, donc, la fonction x° 
est uniformément continue sur l’intervalle [0, af. (Ainsi donc, la fonction 
continue peut être uniformément continue sur un ensemble et ne pas être 
uniformément continue sur l’autre.) 


Comment expliquer que la fonction f(x) = x? n'est pas uniformément continue sur 
l'intervalle [0, + «of et est uniformément continue sur [0, a[ (0 < a < +) ? Peut-être par 
le fait que le premier intervalle n'est pas borné et les intervalles [0, af le sont ? Ou bien par 
le fait que la fonction n’est pas bornée sur [0, + æ[ tout en l’étant sur [0, af ? Les exemples 
qui suivent montrent que l'explication est tout à fait autre 

EXEMPLE $. La fonction /(x) = x est uniformément continue sur R (et, par conséquent, 
sur [0, + cf), bien que R ne soit pas borné et f ne soit pas bornée sur R. En effet, quel 
que soit £ > 0, x" - x] < € « [f(x") — f(x)| < €, de sorte que ô,, = € pour tout x ER. 

EXEMPLE 6. La fonction f(x) = sin x? est bornée et continue, mais sur l'intervalle 
[O, + of elle n'est pas uniformément continue. En effet, si x = Væn et x’ = Vxn + x/2 où 
neN, on a (x) = 0 et f(x’) = +1, de sorte que quel que soit € € ]0, 1), 


x/2 
Van + x/2 + Vzn 


Ôzne < m+>- Vm= 


et par conséquent, (0 <) inf 6, < inf 67,,, = 0. 
xX>6 ” nenN / 


EXEMPLE 7. La fonction f(x) = sin (1/x) est bornée et continue, l'intervalle ]0, 1] est 
borné, mais j n’est pas uniformément continue sur JO, 1]. En effet, soit & € ]0, 1]. Pour tout 


ô > Oil exist un nEN tel que 7 < ô. Supposons que x = _ x° = Re 
xn(n + 1) nx (n + l)r 


Alors, x, x’ € ]0, 1] et:|x — x’| < 6, mais 
f) — f(x')| = sin — — Sn——| =12e. 


EXERCICE 5. Montrer que toute fonction uniformément continue sur un intervalle borné 
est bornée (de sorte qu’une fonction non bornée sur un intervalle borné n’est pas uniformé- 
ment continue: telle est, par exemple, la fonction f(x) = 1/x sur l'intervalle JO, 1)]). 

Dans les exemples cités il s'agissait des intervalles sur lesquels on avait, parmi les fonctions 
continues, des fonctions uniformément et non uniformément continues. Cependant, il existe 
une classe d’intervalles sur lesquels toute fonction réelle continue est uniformément continue. 
Cette classe est celle des segments, ce qui s'explique par le fait que ces intervalles sont des 
compacts. Quant à la propriété des fonctions, elle se généralise à toutes les applications conti- 
nues des compacts dans les espaces métriques. 


THÉORÈME 14. Une application f d’un espace métrique X dans un 
espace métrique YŸ est uniformément continue sur tout compact K C D; 
où elle est continue. 
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Démonstration. Les boules ouvertes U(x ; 6,.,/2/2) (x € K) *) recou- 
vrent À. Comme K' est un compact, il existe un sous-recouvrement fini de 
ces boules, ie. il existe des points x1, ..., xn € K tels que 


(5) KC U (Xe ; Ôv.e/2/ 2). 
=] 


Posons 


Ô = min Ô /2 
Real 


(de sorte que ô > 0). Alors 
(vx E K(vx' € K)(dx(x, x') < Ô = dyU(x), f(x") < €), 


si bien que f est uniformément continue sur K. En effet, soient x, x’ € K 
et dx(x, x’) < 6. Il existe en vertu de (5) un KE [l, n1] tel que x € U(xx ; 
ôner2/2), ie dx(x, xx) < Ô,,.e/2/2. Vu que dx(x, x°) < Ô < Ô,,,e/2/2, ON 
obtient 


dx(x’, xx) < dx(x”, x) + dxx, xx) < 20,, 2/2 = Ô,, ey2- 


Puisque dx(x, xx) < On, er2 €t On.e2 € Cnse/2> ON en conclut que 


dr, S(x')) < dr), fGx)) + dy f(x"), fOxx)) <3 + 5 = &, 


ce qui démontre le théorème. 


Citons encore une démonstration du théorème 14. D'après le théorème 9, la fonction 
semi-continue inférieurement sur un ensemble compact possède la plus petite valeur. 11 s'ensuit 
que pour démontrer le théorème 14, il suffit de démontrer que ô,, est semi-continue inférieu- 
rement pour tout & > O donné, ce qui permet de conclure que sa plus petite valeur sur K 
appartient à C,., pour tout x € X. Soit donc x € K'et à < &,, pour un € > 0 donné. Prenons 
des nombres 6”, ô” satisfaisant aux doubles inégalités ô < 6” < 6” < ô,., et soit 
(6) e’ = sup dyUQ), f(x°)). 

x' EKNB(x: 6’) 
Comme B(x; 6’) est fermé dans X (voir n° 1.4.5), K\NB(x: 6’) est fermé dans K (voir 
théorème 1.4.5) et donc, est un compact en tant qu'un sous-ensemble fermé d’un compact 
(voir théorème 5). Il en résulte que &” est la plus grande valeur de la fonction continue 
dyU(x'), JG) de x’ sur KNB(x; 6’) (voir n° 5, remarque à la propriété 1°). Or 


x' EKNB(x; Ô’) = dx(x, x’) < 6, = dy{x"), f(x) < €. 


Par conséquent, on a en particulier £’ < e& C'est pourquoi il existe un nombre strictement 
positif » qui satisfait aux conditions n < ô’ — 6” et 


(7) X1 € KA U(X; 1) = dyUx), f(x) < € — &’. 


*) Si &,.,. = +, on entend évidemment par U(x; ô,,/2/2) tout le X. 


S-619 
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Si x1 E KNU(x;: net x’ € KM U(x: 8”), on obtient dx(x’, x) < dx(x, x1) + dxxr, x’) < 
< n +6” < 6’ et, en vertu de (6) et (7), 


dyU{x'}, fba)) < dr x"), x) + dr Vo, fOu)) < e + (EE —-E')=Ee. 
Ainsi donc, si x1 € KM U(x: n), il vient 
(vx° € KMdx(x”, x1) < 6” = dy(J{x'}, f(x)) < €), 


ie 0” EC, et, par conséquent, 6,, > 8” > ô. Ceci démontre que pour tout 6 < 6,,, il 


Xe 7 


existe un 7 > 0 tel que 6,,, > ô pour tout x1 € KM U(x; 7). Mais cela signifie que ô,, est 
semi-continue inférieurement sur X. 

EXERCICE 6. Montrer que ô,, n’est pas en général continue sur X. 

EXERCICE 7. Les notations étant celles de la définition 7, supposons que j soit continue 
sur E et que 


B,,; = 18€ )0, +o]| x’, x” € U(x; ONE = dy(f(x"), f(x") < ë] 


et y... = Sup B,... Etant donné un € > 0, y, est soit fini partout sur E, soit infini partout 
sur £. Montrer que la fonction 7,, est continue sur Æ pour chaque € > 0 pour lequel elle 
prend des valeurs finies et utiliser ce résultat pour la démonstration du théorème 14. (Notice. 
Montrer que si ô,, prend des valeurs finies, [ô,., — ô,-,| < n pour tous x’, x” € E tels 
que dx(x”, x”) < n, de sorte que la fonction ô,, est même uniformément continue sur E.) 


COROLLAIRE. Toute fonction réelle continue sur un segment est unifor- 
mément continue. 


EXERCICE 8. Montrer que sur tout intervalle non compact il existe une fonction continue 
qui n'est pas uniformément continue. 


$ 3. Frontière d’un ensemble ‘) 


1. Notion de frontière 

DÉFINITION 1. Soient E un sous-ensemble d’un espace topologique X 
et CxE le complémentaire de E dans X. Un point x € X est appelé point 
frontière de E si tout voisinage de x a une intersection non vide avec E 
et avec CxE, i.e x est un point adhérent à E et à Cx£E. L'ensemble de tous 
les points frontières x € X de E est appelé frontière de l'ensemble E dans 
X ; nous la noterons Fr Æ. Ainsi donc, 


(1) Fr E = [EJNICxE]. 


Comme [Cx£E] = Cx]EI en vertu de la propriété 1.4.4, 2°, d), on a 
Fr E = [E]NCXx]EI = [E] X JE, ie. la frontière d’un ensemble est la diffé- 
rence entre son adhérence et son intérieur. 

D'une façon plus générale, un point x € X peut se trouver dans une des 
relations suivantes avec l’ensemble E C X': 

1) E est un voisinage du point x, 1.e. x est un point intérieur à l'ensemble 
E. 


*) Nous aurons besoin de ce paragraphe dans le chapitre 11. 
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2) CxE est un voisinage du point x, i.e. x est un point intérieur à l'ensem- 
ble CxE ; on dit alors que x est un point extérieur à E. 

3) Ni E ni Cx£E ne sont des voisinages du point x. Alors x est un point 
frontière de E. En effet, soit U un voisinage arbitraire du point x. Le voisi- 
nage U n’est pas contenu dans E car autrement E serait aussi un voisinage 
de x ; par conséquent, U a une intersection non vide avec Cx£E. Pour les 
mêmes raisons, U n’est pas contenu dans CxE et, par conséquent, a une 
intersection non vide avec E. 

EXEMPLE 1. Soient X = KR, E = (a, B) un intervalle de Roùü a, BER 
et æ& < B (fig. 9). Si & < x < BP, x est un point intérieur à (aæ, 6) dans R 
parce que cet intervalle est un voisinage de x dans KR. Si x < a ou x > B, 
x est un point extérieur à (æ, B). Enfin, si x = æœ ou x = B, x est un point 
frontière de (a, B). 

EXEMPLE 2. Soient X = R", E = B(a; r) (fig. 10). Montrons que 


Ix-al<resxe]B(a; rl, 
Ix-al>re xe]C.B(a; r)l, 
Ix - al =rexerFr B(a; r). 


a) Soit [x — al < 7, ie x e U(a ; r). Comme U/(a ; r) est un ensemble 
ouvert et U(a; r)CB(a; r)}, on a U(a; r)C]B(a; r)l. Donc, 
x — al <r=xe]B(a; r)l. 

b) Soit Îlx — al > r. Supposons que Ilx — al — 7 = @, de sorte que 
eo > 0, et soit yE U(x; o), ie. Hy — xl < Ilx — al — r. Alors y — al > 
>x-al-1y-xl>7r, ie yéB(a; r). Ainsi donc U(x; of 
NB(a; r)=@, ie U(x; o)CCR-hB(a; r) et, par conséquent, 
xE]ChB(a ; rl. 

c) Enfin, soit |lx — al = r. Considérons une demi-droite issue de a et 
passant par X, i.e. l’ensemble 


{x = (1-tha+tx|1>0). 


ÿ 


Fig. 9 Fig. 10 


$* 
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Comme x; — al = Ut(x — a)l = tr, x: est un point intérieur à B(a ; r) si 
t < 1, et un point extérieur si { > 1. Mais tout voisinage du point x = x: 
contient les uns et les autres points x. En effet, puisque 


Exe — xl = Gt — 1)(x — a) = {ft - 1]1x - al =} — 1}, 


onaff—-1|< . = x, — xl < €, et f peut être soit inférieur, soit supérieur 


à 1. 
d) Puisque tout x e R" vérifie une seule des relations Ix — al < 7, 
Ex — al > 7, Ux — al = r et que les relations 


xe]B(a ; rl, xe]C..B(a ; rf, xeFr B(a;r) 

sont incompatibles deux à deux, il vient 

1B(a ; rM = {xEeR"|lx - al <r} = U(a; r), 

]CRrB(a ; r = {(xER"|Ix-al>r)}, 

Fr B(a; r)={xeR"|lx - al =r) = S(a; r). 

Il résulte directement de la formule (1) que /a frontière de tout ensemble 

(en tant qu’une intersection d’ensembles fermés) est fermée et que 
(2) Fr E = Fr (CxE). 


Il est évident que Fr @ = Fr X = @. 


EXERCICE 1. Montrer qu’un ensemble est fermé si et seulement s’il contient sa frontière. 
EXERCICE 2. Montrer qu’un espace X est connexe si et seulement si @ et X sont les 
seules parties de X ayant une frontière vide. 


Le théorème suivant est très important pour la théorie des figures quar- 
rables. 

THÉORÈME 1. La frontière de la réunion, de l'intersection et de la diffé- 
rence de deux ensembles est contenue dans la réunion de leurs frontières 
(fig. 11). 


$ 3] FRONTIÈRE D'UN ENSEMBLE 69 


Démonstration. Rappelons que [4 U B] = [A] U[B1 (voir propriété 
1.4.4, 6°). 1) En vertu de (1), 


Fr (AUB) = [AUB]N[Cx(A UB)] = 
= ([A]JUI[BDN[CxA NCxB] C (HA]UIBDNICxA]N[ICxB] = 
= ([AJN[CxA]NICxBDU(IB]NICxA]NICxBT C 
C (AIN ICxADU([BINICxB]) = Fr AUFr B. 


2) En vertu de (2) et 1) 


Fr (ANB) = Fr (Cx(ANB)) = Fr (CxA UCxB) C 
C Fr (CxA)UFr (CxB) = Fr AUFr B. 


3) En vertu de (2) et 2) 
Fr (4 X B) = Fr (ANCxB) C Fr AUFr (CxB) = Fr AUFr B. 


2. Frontière de l’ensemble dans R” 

Rappelons qu’au n° 2 du $ 1 il a été établi que tout segment de R' est 
connexe. 

THÉORÈME 2. Soit E un ensemble de R”. Si aeE et beC.E 
(= R' NE), le segment [a, b] contient au moins un point frontière de E. 

Démonstration. Posons À = [a, b]NE et B = [a, bjN CE. On a 
a€t A et bE€B, de sorte que À et B ne sont pas vides. Comme {[a, b] = 
= [a, bDN(EUCE) = AUB et ANB = @, le segment [a, b] contient, 
en vertu de sa connexité, un point c appartenant à 4 N[B] ou à [A]NB. 
Dans les deux cas, ce [A]N[B]. Mais AC E et BC C,.E entraînent 
[A]N[(B] C [ETNIC,-E]. Compte tenu de la formule (1), on en conclut 
que CEFrE. 

COROLLAIRE. @ et R° sont les seuls ensembles de R”" possédant une 
frontière vide. 

En effet, SECR", Ex @etÆExR”, il existe au moins un point 
aéE et au moins un point b € C,.E tels que [a, b]"N Fr E # @ en vertu 
du théorème 1. Il en résulte à plus forte raison que Fr E # G. 


THÉORÈME 3. La frontière de tout ensemble borné de R” est un com- 
pact, qui n'est pas vide si l'ensemble n'est pas vide. 

Démonstration. Soit E un ensemble borné de R”, ï.e. il existe un 7 > 0 
tel que E C B(0 ; r). Comme la boule B(0 ; r) est fermée (voir n° 1.4.5), 
[E] € B(0 ; r). En vertu de la formule (1), Fr E C [E]. Par conséquent, 
Fr E C B(0 ; r), si bien que Fr E est bornée. D’autre part, on a déjà vu 
aun° 1ique Fr E est fermée. D’après le théorème 13 du $ 2, tout ensemble 
fermé et borné de R” est un compact. Enfin, étant borné, E # R”. Donc, 
si £ # ©, le corollaire du théorème 2 dit que Fr E # @. 

DÉFINITION 2. On appelle &-voisinage d'un ensemble E dans un espace 
métrique * la réunion U(E ; €) des &-voisinages de tous les points de cet 


70 CONNEXITÉ ET COMPACITÉ. FRONTIÈRE D'UN ENSEMBLE (CH. 3 


ensemble : 
U(E ; €) = U) U(x; à). 


xeE 
EXERCICE 3. Montrer que U(E ; €) est un ensemble de tous les points de X dont la dis- 
tance à Æ est strictement inférieure à €. 
THÉORÈME 4. Soient E, FCR". SECFeôü=Q(E,FrF)>0,0on 
a UE; CF. 
Démonstration. Rappelons (voir n° 8 du $ 2) que 0 (4, B), où A et 


B sont des sous-ensembles d’un espace métrique muni de la métrique d, 
désigne la distance entre eux : 


e(A, B) = inf {d(a, b ae À, beB). 


Soit x € U(E ; 6). Il existe alors dans E un point x’ tel que x € U(x’ ; 6), 
1e. d(x’, x) < 6. Si x n’appartenait pas à F, il existerait en vertu du théorème 
2 un point xE[x’, x]"N Fr F puisque x’ € F Il s'ensuit que x0o = x’ + 
+ X(x — x’) où XE[0, 1], ce qui implique 
d(x’', xo) = Hxo — x’ = DX(x — x’)Ù = Xlx — x’ < Ix — x’ = 

= d(x", x), 


de sorte qu’on obtiendrait Ô = ç(E, Fr F) < d(x’, xo) < d(x’, x) < à6. 


CHAPITRE 4 


COMPLÉTUDE ET THÉORÈMES DU POINT FIXE 


$ 1. Espace métrique complet 


1. Suite de Cauchy. Complétude 

La notion de suite de Cauchy dans R se généralise aisément à tous les 
espaces métriques. 

DÉFINITION 1. On dit que la suite (x:) d'éléments d’un espace métrique 
muni de la métrique d est une suite de Cauchy si pour tout nombre € > 0 
il existe un nombre N tel que 


d(Xp, Xa) < € pour tous p, g>N, 
ou, ce qui est équivalent, 
d(Xnim, Xn) < € pour tout rn > Net tout MEN. 


EXERCICE 1. Il résulte de la convergence d’une suite la convergence vers la même limite 
de ses sous-suites. Montrer que pour une suite de Cauchy la réciproque est aussi vraie : la 
convergence de l’une quelconque de ses sous-suites entraîne la convergence de cette suite. 


Toute suite convergente est une suite de Cauchy. En effet, si x4 — x, 
il existe pour tout € > O un nombre N tel que d(x;, x) < €/2 quel que soit 
n >N, ce qui implique dx», xa) < dx», X) + d(xa, x) < £ pour tous 
P,q2N. 

La réciproque n’est en général pas vraie. En effet, supposons que Q 
(ensemble de tous les nombres rationnels) soit muni d’une métrique ordi- 
naire d(x, y) = |x — y| induite par celle de R et que (r,) soit une suite de 
Q qui tend dans R vers un nombre irrationnel æ (par exemple, la suite des 
approximations décimales par défaut de V2). D’après ce qui vient d’être 
démontré, (7.) est une suite de Cauchy dans R et, par conséquent, dans 
Q aussi. Mais elle n’est pas convergente dans Q car autrement elle aurait 
dans R deux limites distinctes. 

DÉFINITION 2. Un espace métrique est dit complet si toute suite de 
Cauchy y converge. Un espace normé est dit complet s’il est complet en 
tant qu’espace métrique muni de la métrique engendrée par sa norme. 

EXEMPLE 1. On démontre que toute suite de Cauchy converge dans R, 
ce qui signifie que R est complet pour la métrique ordinaire. 


EXERCICE 2. Montrer que R muni de la métrique d(x, y) = |Arctg x — Arctg y| (voir 
n° 1.2.1) n'est pas complet, quoique cette métrique engendre la même convergence et la même 
topologie que la métrique ordinaire. 
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EXEMPLE 2. Quel que soit n, l'espace R° est complet pour la métrique 
euclidienne. En effet, soit (x®?) une suite de Cauchy dans l’espace euclidien 
n-dimensionnel R”. Pour tout € > 0 il existe alors un nombre N tel que 


D (XP) — x 9)? < & quels que soient p, g > N. 


im] 
Comme [x — x9| < | D (XP) — xD )E (k = 1,2, ..., n), on a à plus 
jm! 


{ 

forte raison |x®? — x] < & pour tous p, q > N. Donc, toutes les suites 
(x) (k € [1, #1) sont des suites de Cauchy dans R et, par suite, elles conver- 
gent dans R car cet espace est complet. Soient xx = lim x (k€ [1, n]) et 
X = (X1, ..., Xn). Comme la convergence dans R est une convergence en 
coordonnées (voir exemple 1.2.1 et n° 1.4.3), x®) — x. Ainsi donc, toute 
suite de Cauchy converge dans R”. 

EXEMPLE 3. L'espace hilbertien l: (voir exemple 1.2.2) est complet. Rap- 
pelons que 2 est un espace réel normé ; il est formé de toutes les suites 
x = (x) de nombres réels pour lesquelles la série 5° x? converge ; la norme 


3: xi. Soit (xŸ?) une suite de Cauchy dans 


BL, de sorte que pour tout € > 0 il existe un nombre N tel que 


| D: (XP? — x)? < &/2 quels que soient p, q > N. 
k=1 


ñn 
Comme [x — x@)| < | 3: 9 — x9)? pour tout n EN, (xP?) est une 
im]! 
suite de Cauchy dans R pour chaque n fixé et, par conséquent, c’est une 
suite convergente. Soient x, = lim x®) et x = (x). 
Fixons un g > N et passons dans les inégalités 


S GP) —- xD)? <e/2 (MEN) 
\ Ka 


à la limite quand p —+ + et puis quand m —+ + . On obtient que la série 


sur À est définie par xl = 


3) (x? — x)? est convergente, de sorte que x -x®eL et 
K=] 


(1) | > (CE) — xD)? <5 < € pour tout g > N. 


ka=1 


Puisque x ebetx-x®Eeb,onax= (x x®) + x® EL. La relation 
(1) signifie alors que x? — x dans / quand q —+ + , de sorte que toute 
suite de Cauchy dans 2 est convergente. 
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EXERCICE 3. Soit m un espace normé de toutes les suites bornées x = (x,) de nombres 
réels dont la norme est Hxl = sup |x,]. Démontrer que l’espace m est complet. 
Li] 


EXERCICE 4. Montrer qu’un espace métrique est complet si et seulement si toute suite 
strictement décroissante de boules fermées dont les rayons tendent vers 0 a une intersection 
non vide. 


2. Espaces d’applications continues bornées 

Rappelons qu’un ensemble de l’espace métrique est dit borné s’il existe 
une boule qui le contient (voir définition 3.2.3). Une application dans un 
espace métrique est dite bornée si l'ensemble de ses valeurs est borné. Dans 
ce numéro, X et Ÿ désignent des espaces métriques non vides munis de 
métriques dx et dy. Notons C(X, Y) l’ensemble de toutes les applications 
continues bornées de X dans Y. Il n’est pas vide puisqu’il contient des appli- 
cations constantes. Pour chaque couple (/, g) de ses éléments posons 


dU, g) = sup dyÜ@), g(x)). 


Montrons que d est une métrique sur C(X, Y): 

a) soit Jo un élément arbitraire de l’espace Y. Comme /(X) et g(X) 
sont bornés, il existe en vertu du n° 3.2.5 des nombres À et B tels que 
dy(f(x), yo) < À et dy(g(x), yo) < B pour tout xe X. On a alors 
dy(f(x), g(0)) < À + B pour tout x e X et, par conséquent, d(/f, g) est un 
nombre ; 

b) soient J, g, h € C(X, Y). Comme d;(f(x), g(x)) < dy), A) + 
+ dy(g(x), A(X) < d(f, h) + d(g, h) pour tout xEe X, on obtient 
dU, 8) < dUY, h) + de, h); 

c) dE, g) = 0 + dy(f(x), g(x) = 0 pour tout x E X + f(x) = g(x) pour 
tout xEX © f = &. 

La convergence dans C(X, Ÿ) est une convergence uniforme sur X, ie. 
În — f dans C(X, Y) si et seulement si pour tout € > 0 il existe un nombre 
N tel que dy(f,{(x), f(x)) < € pour tout n > Net tout x € X. En effet, jf, — f 
dans C(X, Ÿ) signifie que d(fr, f) = sup dy(fh(x), f(x) — 0, ï.e. il existe 

X 


pour tout € > O un nombre N tel que sup dy(f1(x), f(x)) < € quel que soit 
x€ 


n >N; mais ceci est équivalent à ce que dy(f,(x), f(x)) < € pour tout 
n > Net tout x Ee X. 

LEMME. La limite f d'une suite uniformément convergente (f;) d'appli- 
cations continues de X dans Ÿ est continue. 

Démonstration. Vu que (/,) converge uniformément vers f sur X, il 
existe pour tout nombre e> Oun ren tel que 


(2) dy(fn(x), f(x)) < €/3 pour tout x € À. 
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Soit xo € X. Puisque /, est continue, il existe un ô > 0 tel que 
(3) dy(fh(x), fn0o)) < £/3 pour tout x E U(x, à). 
Et comme 
dr), fo) < dy UD, fa) + dr), fn(xo)) + drfa (ro), flo), 
il découle de (2) et (3) que 


dy), fco)) <+ + 3 + . = £& pour tout x € U(x, ô), 
ie. f est continue en un point (arbitraire) xo de l’espace X. 

THÉORÈME I. Si Y est complet, il en est de même pour l'espace 
C(X, Y) quel que soit X. 

Démonstration. Soit (/;) une suite de Cauchy dans C(X, Ÿ), 1.e. quel 
que soit € > O il existe un nombre N tel que d(f;, fa) < £ pour tous 
P, g > N. Comme dy(f,(x), fa(x)) < dU>, fa), on obtient 


(4) dy(fh(x), fa(x)) < € pour tous p,q>Net xe X, 


de sorte que (/,(x)) est pour tout x Ee X une suite de Cauchy dans } et, 
par conséquent, c’est une suite convergente en vertu de la complétude de 
Y. Soit f(x) = lim /A(x) et soit un yo € Ÿ quelconque. Comme fn est bornée, 
il existe un C > 0 tel que dy(fn(x), yo) < C pour tout x E X. On obtient 
alors en vertu de (4) 


dyn(x), yo) < dyrUn(x), fn) + dr NX), Jo) < € + C 


pour tout r > Net tout x E X. En passant ici à la limite lorsque nr — + c, 
on obtient en vertu de la continuité de dy que dy(f{x), yo) < & + C pour 
tout x € X, donc f est bornée. D’autre part, le passage dans (4) à la limite 
lorsque g > + donne 


(5) dy, f) < € pour tous p>Net xe X, 


1e. (/,) converge uniformément vers f et, par conséquent, f est continue 
d’après le lemme. Ainsi donc, fe C(X, Y) et il résulte alors de (5) que 
d>, f) < € pour tout p > N, ie. lim jf, = f dans. C(X, Ÿ). 

COROLLAIRE. L'espace C(A) de toutes les fonctions réelles continues 
sur un segment non dégénéré À (voir exemple 1.2.3) est complet. 

En effet, comme A est un compact, toutes les fonctions de C(A) sont 
bornées. Et puisque C(A) est muni de la norme fil = max |/f(r)|, la métri- 
que qu’elle engendre est nn 


d(f, g) = max |f(t) — g(r)| = sup | SO — 8())|. 
tEÀ 1EÀ 


Donc, C(A) = C(A, R) et, comme R est complet, il en est de même pour 
C(A) d’après le théorème 1. 
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3. Sous-espace fermé d’un espace métrique complet 

On appelle sous-espace d’un espace métrique X tout ensemble E C X 
muni d’une métrique induite par celle de X, i.e. d’une métrique dE définie 
pour tous x, y € E par la condition d£(x, y) = dx(x, y). Il est évident que 
(a) est une suite de Cauchy dans E si et seulement si (x,) est une suite 
de Cauchy dans X formée par les points x, € E, et x, + x dans E si x, et 
x appartiennent à E et x, — x dans X. 

Le sous-espace fermé E d’un espace métrique complet X est complet. 
En effet, soit (x.) une suite de Cauchy dans Æ et, par conséquent, dans 
X. Puisque X est complet, (x.) converge vers un x € X. Mais comme E est 
fermé, x € E (voir propriété 1.4.5, 7°). Par conséquent, x, — x dans E. 


$ 2. Théorèmes du point fixe 


1. Notion de point fixe. Théorème de Banach 

DÉFINITION 1. Soient E un ensemble et À un opérateur sur E, 1.e. une 
application de E dans E. On dit quexe E est un point fixe de l'opérateur 
A si AX = x. 


EXEMPLE 1. Toute application continue d'un segment de droite dans lui-même possède 
un point fixe. En effet, raisonnons par absurde et supposons qu'il existe une application f 
du segment [a, b] de la droite numérique dans [a, b], qui ne possède pas de point fixe. Considé- 
rons l’ensemble E = {fr € [a, b]| f(t) > 1}. Comme f est continue, E est un ouvert dans [a, b] 
(voir corollaire du théorème 2.2.3). D'autre part, vu que j n’a pas de point fixe, on peut écrire 
E = (te {a, b]| f(9 2 1}, d'où il résulte que E est un fermé dans [a, b] car f est continue. 
Puisque le segment [a, b] est connexe, les seuls ensembles à la fois ouverts et fermés qu'il 
contient, sont le segment lui-même et l'ensemble vide. Cependant, E # [a, b] puisque 
{(b) < b, et E x © puisque /(a) > a. 

EXERCICE 1. Montrer que toute application continue d’un segment [a, b] de l’espace R° 
dans ce segment possède un point fixe. 

EXEMPLE 2. La rotation du cercle d'un angle « € J0, 2x[ autour de son centre est une 
application continue de ce cercle dans lui-même qui ne possède évidemment pas de point fixe. 


Les théorèmes d'existence du point fixe de l’opérateur jouent un rôle 
important en analyse. L’un de ces théorèmes est le théorème de Banach 
démontré ci-après. 

DÉFINITION 2. Etant donné l’espace métrique X muni de la métrique 
d, un opérateur À sur X est dit contractant s’il existe un nombre strictement 
positif Æ < 1 tel que 


d(Ax, Ay) < kd(x, y) pour tous x, y EX. 


Il est évident que l'opérateur contractant est continu. 

THÉORÈME 1 (théorème du point fixe de Banach). Tout opérateur con- 
tractant sur un espace métrique complet X possède un point fixe et un seul. 

Démonstration. Soit xo un point arbitraire de X. Pour tout ñneN 
posons x = A"xo (ie. x1 = AXo, X2 = Ax1 = A°?x, etc). Montrons que 
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(x) est une suite de Cauchy dans X. En effet, quels que soient p, g€N, 
dx, Xa) = d(AXxD-1, AXg-1) < Kd(Xp- 1, Xg-1) 
et donc pour tout pEN 
d(Xp+15 Xp) < kd(xp, Xp-1) SK d(Xp-1, Xp-2) < ... < KPd(x1, Xo). 
Il s'ensuit que pour tous "1, n EN on a les inégalités 
dXn+m, Xn) < d(Xn+1, Xn) + d(Xn+2, Xn+1) + 
+ d(Xnim, Xn+m-1) < (K° + si 4 
d(xi, Xo) 
1—k 


d(xi » Xo) 
1-K 
Par conséquent, quel que soit € > 0, il existe un nombre N tel que 


+ km dx, X0) < k” 


Etant donné que 0 < £ < 1, on a &” — 0, d’où également 4” —+ 0. 


d(Xn+m, Xn) < € pour tout nr > Net tout MEN, 


donc (x) est une suite de Cauchy. Comme X est complet, (x;) est conver- 
gente; soit x = lim x,. Puisque À est continu, Ax = lim Ax;:. Or 
AXn = Xn+1 + X. Par conséquent, Ax = x, i.e. x est un point fixe de l’opéra- 
teur À. Enfin, si y est aussi un point fixe de À, 0 < d(x, y) = d(Ax, 
Ay) < kd(x, y), d'où 0 < (1 — k)d(x, y) < 0, ie (1 — k)d(x, y) = 
Comme 1 — Æ > 0, on obtient d(x, y) = 0, ie. y = x. 


EXERCICE 2. Soient X un espace métrique complet et À une application d’une boule 
ouverte U(x, r) C X dans X. Montrer que À possède un point fixe et un seul s’il existe 
un nombre # > 0 tel que d(Ax, 4y) < kd(x, y) pour tous x, y € U(x, r) et d(Axo, x0) < 
< r(l — k). 


2. Renforcement du théorème de Banach 

Le théorème 1 peut être renforcé (et utilisé avec succès sous cette forme 
dans la démonstration du théorème d’existence et d’unicité de la solution 
d’une équation différentielle) : 

THÉORÈME 2. Pour qu’un opérateur À sur un espace métrique complet 
possède un point fixe et un seul, il suffit que l’une de ses puissances A? 
soit un opérateur contractant. 

Démonstration. Supposons que cette condition soit remplie. En vertu 
du théorème 1, l'opérateur 4” possède un point fixe x et un seul. On a 
alors A?(Ax) = A(APx) = Ax, ie. Ax est un point fixe de l’opérateur 4” 
et, par conséquent, Àx = x, i.e. x est aussi un point fixe de l’opérateur À. 
Si encore Ay = }, on obtient A4?7y = AP !(A4y) = A4P-ly = AP-2(4y) = 
= AP? = ... = Ay = y. Comme x est le seul point fixe de l'opérateur 
A?,onay= x, ie x est encore le seul point fixe de l’opérateur A. 


CHAPITRE 5 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Notions fondamentales 


1. Fonction de R" dans R 

La notion de fonction réelle de plusieurs variables repose sur le même 
fondement que celle de fonction d’une seule variable : c’est une dépendance 
entre les grandeurs ; mais cette fois il s’agit de la dépendance d’une gran- 
deur par rapport à plusieurs autres grandeurs. Ainsi, le volume F du cylin- 
dre s’exprime par la formule V = rR?H où R est le rayon de la base et 
H la hauteur, donc le volume est une fonction de deux variables : R et 
H. Celles-ci sont strictement positives et, pour le reste, arbitraires. La dis- 
tance o entre les points (x1, }1) et (x2, }2) d’une circonférence donnée par 
l'équation (x — a)? + (y — b)? = r? est exprimée par la formule 


e = Ve - x) + C2 - 1)’, 


donc o est une « fonction de quatre variables » x1, xX2, }1, y2 que vérifient 
les relations 


(Gi — a) + Gi b}=r7 (i= 1,2) 


(et elles seules). Dans tous les exemples pareils, la valeur de la grandeur 
envisagée est définie par un ensemble de valeurs de plusieurs grandeurs, 
celles-ci pouvant vérifier certaines équations ou inéquations. Pour en 
déduire une notion analytique générale il faut : 

1) faire abstraction du caractère concret des grandeurs définissant la 
grandeur donnée et envisager seulement les variables numériques. Ce fai- 
sant, il faut garder leur différence ; car, par exemple, rR°H # rH?R. A 
ces fins il faut disposer les variables dans un ordre déterminé et écrire leurs 
valeurs comme suit : (x1, ..., x) où à la £-ième place on trouve la k-ième 
variable. Ainsi donc, les ensembles des valeurs envisagées sont des points 
de l’espace correspondant R’ ; 

2) faire abstraction du caractère concret des restrictions qui lient les 
ensembles des variables. Il en reste alors tout seulement un ensemble de R” : 

3) faire abstraction du caractère concret de la dépendance d’une gran- 
deur donnée (envisagée déjà comme variable numérique) par rapport aux 
éléments de cet ensemble. 

Nous aboutissons alors à la notion suivante. 
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DÉFINITION 1. On appelle fonction réelle de n variables réelles une 
application arbitraire de R” dans R. La valeur d’une telle fonction f en 
un point (x1, ..., Xn) est notée f(x1, ..., Xn), et X1, ..., Xn SOnt appelés 
arguments de la fonction jf. 

Si une fonction est donnée par la formule et son ensemble de définition 
n'est pas explicitement défini, on sous-entend (comme pour la fonction 
d’une seule variable) que ce dernier représente un ensemble de tous les 
n-uples d'arguments pour lesquels la formule a un sens. 

Par exemple, pour une fonction f donnée par la formule 


In (x — y) 


Dr n’étant pas indiqué, on sous-entend que D; = {x, y, z€ R'|x>yet 
x? + 7° #0). Il en est de même pour une fonction qui exprime une gran- 
deur concrète quelconque : on sous-entend que les arguments dont dépend 
cette dernière ne sont soumis qu’aux restrictions déterminées par leur sens 
concret. 


JO, }, 2) = 


EXERCICE 1. Montrer que les longueurs des côtés du triangle peuvent être exprimées par 
des nombres réels quelconques satisfaisant aux inégalités x +» > z,y+17>X x +2z2>7y. 
Décrire géométriquement la partie de l’espace des coordonnées, qui est occupée par ces points 
(x, }, 2) (et qui est un ensemble de définition d’une fonction exprimant, par exemple, l'aire 
du triangle par l'intermédiaire des longueurs de ses côtés). 


REMARQUE. On dit souvent que f(x1, ..., x.) est une fonction de n 
variables indépendantes. Ceci n’est pas toujours vrai : nous avons vu que 
les arguments peuvent être liés par une dépendance (ou même par plusieurs 
dépendances). Cependant, si D;est un ensemble ouvert, les arguments sont 
dans une certaine mesure indépendants : si a = (ai, ..., &n) € Dr, il existe 
un Ô > 0 tel que le cube Q(a, ô) est contenu dans D; et, par conséquent, 
X1, -.., Xn peuvent varier indépendamment l’un de l’autre dans les interval- 
les correspondants Jar — 6, ax + ô[ sans sortir de D. 

Les fonctions réelles d’une variable réelle sont représentées dans le plan 
de coordonnées par un graphe, ie. par un ensemble de points (x, /(x)) où 
x parcourt D. De façon analogue, on appelle graphe d'une fonction f de 
deux variables l’ensemble de points {(x, y, f(x, 7))| (x, y) € Ds} de l’espace 
des coordonnées à trois dimensions. Habituellement, c'est une surface 
(fig. 12). D’une façon plus générale, le graphe d’une fonction f(x1, ..., xh) 
est un ensemble de points (x1, ..., Xn, f(x, ..., Xn)) € R°* ! où (x1, 

.., Xn) parcourt Dr. 

Nous avons donc défini la fonction de plusieurs variables comme une 
fonction d’un seul point variable de l’espace R”. Mais la notion de fonction 
de plusieurs variables a quelques traits particuliers qui découlent du carac- 
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tère spécifique de l’espace R”. Ce n’est pas un simple espace normé à n 
dimensions mais un espace réalisé comme ensemble des #7-uples (x1, ... 
..., Xn). Grâce à cela on voit surgir de nouvelles notions. 

2. Fonctions de coordonnées 

Ce n’est pas seulement le point x de l’espace R” qui dépend de ses coor- 
données x1, ..., Xn, Mais, inversement, /es coordonnées du point dépendent 
de ce point. À savoir, il existe 7 applications de R” dans R définies par 
SR 
Les fonctions #4 (« projections sur les axes de coordonnées ») seront appe- 
lées fonctions de coordonnées sur R”. Elles admettent, dans un certain sens, 
des « fonctions réciproques » qui sont les » injections de R dans R” définies 


par les formules 
ikQ) = X* (ER), 
k 


où e“ est le k-ième vecteur de la base standard dans R” (ie. r(e“) = 6! 
où ôf est le symbole de Kronecker égal à 1 pour / = k et à 0 pour / # k). 
D'où, pour tout XER, 


__ {X pour /=K, 

mkGkQ) = k pour /#k, 
7 Ne k pour /=K, 
g 0 pour / <#Kk 


(rappelons que le symbole 74 désigne une application identique de À sur 
A). D'autre part, pour tout xe R” on a 
nñn 


n n 


x = (Xi, ..., Xn) = D xxe* = D x) = D ix(mk(X)), 
Km! Kai K=] 
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= 
d’où à 


SD ikRomk = Jon. 
ka] 


3. Fonctions partiellement constantes 

A côté des fonctions constantes on rencontre des fonctions partielle- 
ment constantes, C'est-à-dire les fonctions qui sont constantes par rapport 
à une partie d'arguments. Telles sont, par exemple, les fonctions de coor- 
données. Les fonctions partiellement constantes peuvent apparaître tout 
naturellement à la suite d’opérations sur les fonctions non partiellement 
constantes ; par exemple, (x + y + 2) + (x + y — z) = 2(x + y), de sorte 
que dans ce contexte il est naturel d’envisager 2(x + y) comme une fonction 
de trois variables x, y, z, qui est constante par rapport à 2. 

On peut traiter toute fonction de n variables en tant que fonction de 
n'importe quel nombre de variables de base en posant par définition 
JO, +. Xns Xn+1, +. Xn+m) = fOA, -.., Xn), avec Dÿ= Dj x RT où 
Rest formé de tous les points (xn+1, ..., Xn+m). Cela devient même iné- 
vitable si, par exemple, on veut considérer 


JU, y, D=(x-7} -Inz 


comme différence des fonctions (x — y)° et In z : il faut alors traiter celles-ci 
comme fonctions des trois arguments x, y, z (partiellement constantes res- 
pectivement par rapport à z ou à x et y). La possibilité d'augmenter ainsi 
le nombre des arguments n’est pas moins importante lors de l’étude des 
fonctions « composées ». Or une analyse approfondie de ces dernières 
s'avère impossible sans qu’on généralise préalablement la notion de fonc- 
tion numérique de 7 variables et qu’on introduise une fonction de 7 varia- 
bles à valeurs dans un espace de dimension "1. 

4. Fonction de R” dans R” 

DÉFINITION 2. On appelle fonction de n variables réelles à valeurs dans 
R'” toute application f de R” dans R”. Les composantes de cette applica- 
tion sont par définition "#7 fonctions réelles 


(2) Je = Tk°f (& = 1, ..) m) 


où +4 sont les fonctions de coordonnées sur R”. On définit de la même 
façon les composantes /, de l’application f de tout ensemble dans R°””, i.e. 
fk0 = rk(/(x)) n’est pas autre chose que la k-ième coordonnée du vecteur 
f(x). Pour cette raison, toute fonction f de R" dans R'” est bien définie 
par ses composantes. En vertu des formules (1) et (2), f s'exprime par l’inter- 
médiaire de ses composantes d’après la formule 


(3) Î = ÿ ik ° fr. 


Km! 
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En effet, : _ : 
[= mess (Dem) f- D ie (mes) = Dies. 
Ks=1 K=]1 Km] 


Il est évident que 
D, = Dr (K=1,..., m). 


Ceci étant, quelles que soient m fonctions réelles f£ de n variables réelles 
ayant un ensemble de définition D commun, il existe une fonction f de 
R” dans R”' dont elles sont composantes, i.e. une fonction f définie pour 
tout x € D par la formule 


fx) — 10, ….. Îm(X)). 


Nous citerons plus loin quelques exemples importants des fonctions de 
R” dans R”. 

S. Fonction composée 

Pour les fonctions d’une variable, la notion de fonction composée coïn- 
cide avec celle de composée de fonctions. Ce n’est plus ainsi pour les fonc- 
tions de plusieurs variables. Par exemple, soient données les fonctions 
g(u, v), ox, y), Ÿ(y, z, 1). En substituant & à u et Ÿ à v, on obtient 
g(e(x, y), YO, z, D). C’est une « fonction composée », mais ce n’est pas 
une composée de fonctions. Cependant, on peut la transformer en celle-ci. 
En effet, les arguments u et v de la fonction initiale g représentent des 
fonctions de différents groupes de variables ; il y a en tout quatre variables : 
X, }, 2, t. Première étape : on transforme # et Ÿ en fonctions de ces quatre 
variables, i.e. on remplace # et Ÿ par des fonctions partiellement constantes 


px, y, 2, 1) = px, y), avec D; = D, XRXR,, 
Yx, y, 2, 1) = YO, z, 1), avec D; = KR, x Dy 
(où R- symbolise bien sûr l’espace R traité en tant qu’ensemble de variation 


de l’argument z ; il en est de même pour R, et R.). La substitution de ces 
fonctions à # et v donne 


gx, »}, LO, 2, 1) = ge, y, z D), VOX, », z D). 


Deuxième étape : on considère # et ÿ en tant que composantes d’une 
application de R* dans R°, soit x, définie par 


D, = D; Dy, xx, p, 2, 1) = (ex, y, 2, 1), YO, », z, D). 


Dans ce cas la fonction « composée » g(w(x, y), (y, z, r}) se transforme 
en composée g ° x. Sans introduction de fonctions à valeurs dans R°” (ici 
dans R“), ce serait impossible. Donc, même si l’on n’a en vue que l’étude 
des fonctions numériques de plusieurs variables scalaires, il devient aussi 
nécessaire de considérer les fonctions vectorielles. 


o=-619 
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6. Fonction partielle 

Soit g(x, y, z, ft) une fonction de quatre variables réelles à valeurs dans 
R”. En fixant les valeurs y = yo et { = to, on obtient une fonction de deux 
variables x, z, soit 


JG, 2) = 8x, Jo, 2, to) avec Dr = {(x, 2) ER°|(x, Yo, z, (0) € De), 


1e. f est un exemple des fonctions partielles qu’on peut obtenir de la fonc- 
tion g en fixant les valeurs d’un seul, de deux ou de trois de ces arguments. 


La fonction f est la composée des applications R? +R‘ R” où 
h(x, z) = (x, Yo, Z, to). La fonction de R dans R’”” qui s’obtient si l’on fixe 
les valeurs de toutes les coordonnées du point x = (x1, ..., xx), excepté 
la &-ième, est appelée k-ième fonction partielle de la fonction f de R'" dans 
R”. 


$ 2. Limite et continuité d’une fonction 
de plusieurs variables 


Puisque la fonction de » variables réelles à valeurs dans R"” est définie 
comme application de R” dans R” (qui sont des espaces topologiques), 
les définitions de la limite et de la continuité et leurs propriétés communes 
à tous les espaces topologiques restent valables dans ce cas particulier. Pour 
cette raison, nous ne nous arrêterons que sur certains aspects nouveaux 
qui apparaissent à la suite de l’étude de ces applications en tant que fonc- 
tions de plusieurs variables. 

1. Quelques exemples de limites 

EXEMPLE 1. Soit f(x, y, 2) = xyz/(x? + y* + 7°). Ici (0, 0, 0) é Dr. 
Montrons que f(x, y, z) > 0 quand (x, y, z) — (0, 0, 0). Supposons que 
e = (x, y, 2) — (0, 0, O)I = Vx? + y? + 7? et que «, B, y soient les angles 
que le rayon vecteur du point (x, y, z) forme avec les axes de coordonnées, 
de sorte que | 


X = @ COS ©, y = eg cos B, Z = @ COS y 


(fig. 13). On a alors j(x, y, z) = p cos & cos B cos y, d’où |/{(x, y, 2)| < 0, 
de sorte que |f(x, y, z)| < € dès que po < €. 

EXEMPLE 2. Soit f(x, y) = xy/(x° + y”). Ici (0, 0) D. Supposons que 
e = U(x, y) — (0, 0)l = Vx? + y? et que a, B soient des angles formés par 
le rayon vecteur du point (x, y) avec les axes de coordonnées, de sorte que 
X=@pcosa, y =ç@cos B (= osin æ) (fig. 14). On a alors /(x, y) = 
= Cos @& cos 8. Ainsi donc, f est constante sur chaque droite passant par 
l’origine des coordonnées. Comme « et 8 ne sont liés que par la condition 
cos? æ + cos? B = 1, on obtient [cos æ cos 8| < 1/2, et le produit 
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Fig. 13 Fig. 14 


cos æ cos B peut prendre toute valeur allant de —1/2 à 1/2. Ainsi donc, 
la fonction f admet une limite lorsque (x, y) — (0, 0) suivant chaque droite 
passant par l’origine des coordonnées. Mais ces limites sont distinctes et 

lim a n'existe pas 
(&,y)— (0,0) X? + y? is 
EXEMPLE 3. Soit 


_ [1 si 0O<7y< x, 
JG >) $ si y < 0 ou y > x° 


c’est pourquoi 


(fig. 15). Ici de nouveau la fonction f a une limite quand (x, y) — (0, 0) 

suivant chaque droite passant par l’origine des coordonnées. De plus, ces 

limites coïncident (= 0). Cependant, lim (x, y) n’existe pas puisque 
(x.y) — (0,0) 

dans tout voisinage du point (0, 0) il existe un point (x, y) où /{x, y) = 0 

et un point (x, y) où (x, y) = 1. 
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2. Continuité de certaines applications 

LEMME. Soient X et Y des espaces normés, f une application de X 
dans Y et a € D. S'il existe un nombre C tel que N f(x) — f(a)l < Cx — al 
pour tout x € Dr, f est continue au point a. 

Démonstration. Si C = 0, f est continue, et par suite, partout conti- 
nue, Soit C > 0. Alors pour tout nombre € > 0 il existe un nombre à > 0 
(par exemple, ô = €e/C) tel que f(x) — f{(a)l < € pour tout x € D; satisfai- 
sant à l’inégalité Îx — all < 6. 

Utilisons ce lemme pour établir la continuité de certaines applications 
importantes. 

1° Continuité de la norme. Soit X un espace normé. Sa norme vérifie 
l’inégalité 

[xt — lal] < x — a 


qui se démontre de la même façon que dans le cas où X = R et Ixi = |x|. 
En supposant que f(x) = Ixll et Y = R, on voit que l’hypothèse du lemme 
est vérifiée pour C = 1. Ainsi donc, xl est une fonction continue de x. 

2° Continuité des injections ik : R — R°” (voir n° 2 du $ 1). Pour tous 
a €ERona 


lie) = i(o)l = He* — œe“ll = HA — œ)e*l = [IX — alle“ 1 = [IX — a, 


de sorte qu’on peut appliquer le lemme pour X=R, Y=R”,/f=#Ket 
C=l. 


3° Projecteurs. Toute suite de numéros ñ, ..., im satisfaisant aux inéga- 
lités 1 <<... < im < n engendre une application pri. ….:,: R° —+ R7 
définie d’après la formule 
Pri, des im(X1 .…..,) Xn) _ Gi, CE Xin). 


Par exemple, pr:.3 : R* — R? associe à chaque point (x, y, z, t) € R* le point 
(x, 2) € R°. Ces applications s’appellent projecteurs. En particulier, lorsque 
m = 1, on obtient les fonctions de coordonnées prx = 4. Vu que 


pri, FESe im (X) — Pri,….., im (Q)U = 


— LE Gi au < LE Ga) = Le ai, 
Km] ER | 


les projecteurs sont continus en vertu du lemme (pour C = 1). En particu- 
lier, les fonctions de coordonnées sont continues. 

4° Fonctions rationnelles. On appelle fonction rationnelle de plusieurs 
variables réelles la fonction qu’on obtient à partir de ces variables et des 
constantes à l’aide d’un nombre fini d'opérations arithmétiques. Les fonc- 
tions rationnelles de plusieurs variables sont continues. En effet, toute 
variable traitée en tant que fonction de l’ensemble de ces variables, 1.e. fonc- 
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tion de coordonnées, est continue (voir propriété 3°) ; les constantes sont 
aussi continues et les opérations arithmétiques ne violent pas la continuité. 

Notamment sont continues toutes les fonctions rationnelles entières, 
ie, présentées sous forme de polynômes 


m m 
23 AmimaXl" ee Xn” 


n 
à exposants entiers. Par exemple, le produit scalaire €x, y) = 2; xxpe est 
Ka]! 


une fonction continue de 2n variables x1, ..., Xn, Y1, ..., Yn. 

5° Applications dans R” et leurs composantes. Soient f une application 
d’un espace topologique X dans R” et ji, ..., /n ses composantes. Etant 
donné que fx = #4 °/f (voir formule (2) du $ 1) et les applications 7x : 
R” — R sont continues (voir propriété 3°), le théorème de la continuité 
d’une application composée dit que /a continuité de l'application f au point 
a entraîne celle de toutes ses composantes en ce point. Inversement : comme 


f= D) ik fr (la formule (3) du $ 1 reste valable si l’ensemble de départ 
Ku=] 


de f est un ensemble quelconque et non seulement R”) et les applications 
ik : R — R' sont continues (propriété 2°), la continuité en a de toutes les 
composantes de l'application f entraîne celle de f en ce point. De façon 
analogue, en vertu du théorème de passage à la limite sous le signe de la 
fonction continue, (f(x) —+ b = (b1, ..., bn) lorsque x — a) & (f(x) — bx 
lorsque x — a (K = 1, 2, ..., m)). 

6° Permutation des coordonnées. On appelle ainsi une application j : 
R”" — R définie par la formule 


JO, -.., Xn) = (Xi, ..., Xi), 


Où ü, ..., ln est une permutation des numéros 1, ..., 7. (Exemple : applica- 
tion de R° dans lui-même qui fait correspondre à tout point (x, }, 2) le 
point (y, z, x).) Comme Îj(x) — j(a)l = x — al, {a permutation des coor- 
données est continue. : 

7° Fonctions partiellement constantes. Soit f une fonction partiellement 
constante obtenue de la fonction f : R” — R par adjonction de p nouvelles 
variables : 


D;= Di XR", fn, ..., Xms Xmé+is 2. Xm+p) = f(Xi, ..., Xm). 


Si f est continue au point a = (ai, ..., Gm), f est continue en tout point 
(ai, ..., Am Xm+1s ..., Xm+p) ((Xm+1, .-.., Xm+p) € R?). En effet, 
Î = f° Pri,...,m OÙ Pri1.....m eSt un projecteur de R”*? sur R°” défini par 
la formule 

Pri.….,m(X, cs Xms Xm+1s -..) Xm + p) = Ci, its Xm) 


et continu d’après la propriété 3°. 
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REMARQUE. Les nouvelles variables peuvent être disposées partout et 
non seulement à la fin. Dans ce cas, au lieu de pr1,.…,m il faudrait appliquer 
le projecteur pri .….i, OÙ 1, ..., im SOnt les numéros des places où se 
trouveraient les anciennes variables x1, ..., Xn. 

8° Fonctions composées. Il résulte des propriétés 7° et 5° et de la conti- 
nuité de la composée d'applications continues que /a fonction composée 
Jormée de fonctions continues est continue. Ainsi, soit 


SJ, », 2, D = glelx, »), CO, z, 


(voir n° 5 du $ 1). Si w et Ÿ sont continues aux points respectifs (x, Yo) 
et Oo, Z&, fo) et si g est continue au point (uo, vo) où uo = (XX, Jo), 
vo = ŸÜo, 2, to), on en conclut que f est continue au point (x, Yo, à, 
lo). En effet, 


JO, 7, 2, D) = ge, », Z, ©), (x 7, 3, ©], 


où px, y, z, 1) = px, y), VO, y, z, D = YO, z, ?). Comme # est continue 
au point (x, Jo), & est continue au point (x, Yo, &, {o) en vertu de la 
propriété 7°. De façon analogue, la continuité de ÿ au point (Yo, &, to) 
entraîne celle de ÿ au point (x, Yo, Z, fo). Par conséquent, d’après la pro- 
priété 5°, l'application x : R* — R? de composantes x1 = #, x2 = YŸ est con- 
tinue en (x, Yo, &, to). D’autre part, étant donné que g est continue au 
point (40, vo) = x(xo, Yo, Z, to) et que f = ge x, f est continue en (x, Jo, 
20; lo). 

9° Adjonction des valeurs fixées des nouvelles coordonnées. Soient m, 
PEN. Posons 


hO, ..) Xm) — Ca, .., Xm; ons 2:99 EE à 


OÙ XD pr Ko e P Sont des nombres arbitraires fixés. (Par exemple, asso- 
cions à chaque point (x, y) € R° le point (x, }, 1) du plan donné par l’équa- 
tion z = 1 ; fig. 16.) En vertu du lemme, h est une application continue 
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de R” dans R”"*? puisque lh(x) — A(a)l = x — al. D'une façon plus 
générale, les valeurs fixées de p nouvelles coordonnées peuvent être mises 
n'importe où : traitée en tant que composée de l’application h et de la per- 
mutation des coordonnées correspondantes, cette application de R”7 dans 
R”*? est aussi continue. 

10° Fonctions partielles. Soit f(x, z) = g(x, yo, z, to). Si g est continue 
au point (x, Yo, &, to), f est continue au point (x, ). En effet, f =geh 
où h est une application de R? dans R‘ définie d’après la formule 
h(x, 2) = (x, yo, 2, to) ; À est continue partout (voir propriété 9°) et g, au 
point A(xo, 2). La même chose est valable pour les autres fonctions par- 
tielles. 

En particulier, si f(x, y) est continue au point (x, yo), on peut conclure 
que f(x, Yo) est continue au point x et f(x, y) au point yo. Notons que 
la réciproque n'est pas vraie. Soit, par exemple, 


XY 
22 2 pour (x, }) Æ (0, 0), 
J(X, y) = ue 


0 pour (x, y) = (0, 0) 


et (xo, Jo) = (0, 0). Les fonctions f(x, 0) et f(0, y) sont nulles et, par suite, 
continues. Cependant, f est discontinue au point (0, 0) (voir exemple 2). 


Deuxième partie 


APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 
D'UN ESPACE FINIDIMENSIONNEL DANS L'AUTRE 


CHAPITRE 6 


FONCTIONS RÉELLES DIFFÉRENTIABLES 


$ 1. Dérivées partielles et dérivées dans une direction 


1. Accroissement de l’argument et de la fonction 

Vu que R' est un espace vectoriel, la notion d’accroissement de l’argu- 
ment et de la fonction pour les fonctions de plusieurs variables peut être 
définie de la même façon que pour la fonction d’une variable. Soit f une 
application de R” dans R”. Fixons un point x € D;. On appelle accroisse- 
ment de l'argument x de f et on note Ax la différence entre une valeur arbi- 
traire x’ € Dr et x. Ainsi 


AX=Xx" —- x, X' = X + AX. 


La différence entre la valeur de jf en x’ et la valeur en x est appelée accrois- 
sement de la fonction f au point x. On la note habituellement A/(x). Ainsi, 


Af(x) = fx') — fx) = f(x + Ax) — f(x). 


Ici Ax et A/(x) sont des vecteurs (resp. de dimension n et m). Si x = 
= (Xi, ..., Xn) et xX° = (xXj, ..., x,), on a 


AX = (x! — Xx1, ..., X! — Xn) = (Ai, ..., AXn) = D Axke* 
(A k=1! 


(où e“ sont les vecteurs de la base standard dans R”, voir n° 1.1.1). 
On envisage souvent le cas où une seule coordonnée du vecteur x, par 
exemple la k-ième, est variable. Cela s'exprime comme suit : 


Ax = Axe“ = (0, ..., 0, Axe, 0, ..., 0) 


où Axk est à la K-ième place et toutes les autres coordonnées sont nulles. 
2. Dérivées partielles 
DÉFINITION 1. On appelle dérivée partielle d’une fonction réelle f de 
n variables réelles par rapport à la k-ième variable (« par rapport à xx ») 
la fonction (notée d4f) satisfaisant aux conditions suivantes : 
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a) son ensemble de définition est l’ensemble des points x € D; où le rap- 
f(x + Axe“) — f(x) 
PO A 
b) en chacun de ces points la valeur de 04/f est égale à cette limite : 


k 
HE fin, 22228970" 
Axx—0 AXk 


tend vers une limite finie lorsque Axx — 0; 


Ainsi, par exemple pour une fonction f de deux variables, 


f(x, ») = lim/@ + A, ») = JG, ») 


h—0 h 


daftx, y) = lim 70 > + &) = JC, ») 
k—0 K 


(h et Æ sont les notations standard pour les accroissements du premier et 
du deuxième argument de la fonction de deux variables). 


of 


Pour d4f on emploie d’ordinaire les notations classiques f; ou a 
k 


Notons que 44f est la dérivée de la fonction d’une seule (de la £-ième) 
variable, à savoir la dérivée de la £-ième fonction partielle au point xx. 
En effet, soit 


pk(z) = f(x, cs Xk— 15 Ls XkK+1 -..) Xn) 


la £-ième fonction partielle de z engendrée par la fonction f et le point 
x. Alors 


f(x) _ pk(Xk), f(x . Axke*) _ pkXk + Axk), 


de sorte que 


(1) (kf}Gx) = lim PkC + ne) — pkC) = px). 
àxx —0 k 


Ainsi donc, le calcul des dérivées partielles de la fonction réelle de plusieurs 
variables réelles se ramène à celui des dérivées ordinaires de fonctions de 
R dans R et, par conséquent, n’exige aucune technique nouvelle. 


EXEMPLE 1. Soit o(x, y, z) = Vx? + y? + 7°. Alors 


(d1e)(x, y, 2) = - = COS @, (d2o)(x, y, 2) = - = Cos P, 


(d:e)(x, y, 2) = - = COS y, 
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où «, B, y sont les angles que le vecteur (x, y, z) forme avec les axes de 
coordonnées correspondants. L'ensemble de définition de ces dérivées par- 
tielles est D, X {(0, 0, O0)}. 


EXERCICE 1. Vérifier qu’au point (0, 0, 0) les dérivées partielles de la fonction ç n'exis- 
tent pas. 
EXERCICE 2. Trouver les dérivées partielles de la fonction 


(x, y) = Art. 


L'existence des dérivées partielles au point n’impose pas des restrictions 
très rigoureuses à la fonction. Par exemple pour une fonction f de deux 
variables, l’existence de (91/)(x0, Yo) et de (92/)(xo, Yo) ne caractérise dans 
une certaine mesure que le comportement de f sur les droites y = yo et 
x = x dans un voisinage du point (x, Jo). Il est à noter que 0./f et 02/f 
peuvent aussi exister aux points de discontinuité. C’est ainsi que pour la 
fonction 


XY 
ER ((x, y) # (0, O)), 
J@, }») = 4 


0 (Cx, y) = (0, 0)) 


(voir exemple 5.2.2) on a f(x, 0) = 0 et f(0, y) = 0, de sorte que 0./ et 
02f existent au point (0, 0) ; cependant f est discontinue en ce point. 

3. Dérivées dans une direction 

Les dérivées partielles représentent un cas particulier des dérivées dans 
une direction. Tout vecteur unitaire e de R” définit une direction ; en disant 
que le point x’ se trouve par rapport au point x dans la direction du vecteur 
unitaire e, on a en vue que x’ = x + ge où @ > 0 (fig. 17). En particulier, 
les vecteurs unitaires e!, ..., e" définissent les directions positives des axes 
de coordonnées. 

DÉFINITION 2. On appelle dérivée dans la direction du vecteur unitaire 
e d’une fonction réelle f de n variables réelles la fonction (notée 0.) véri- 
fiant les conditions suivantes : 

a) son ensemble de définition est l’ensemble des points x € Den lesquels 
le quotient 


f(x + te) — f(x) 
4 


tend vers une limite finie lorsque t — 0 ; 
b) en chacun de ces points la valeur de d.f est égale à cette limite : 


(d.f)(x) = lim fu + ) Je) 
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Fig. 17 


En particulier, la £-ième dérivée partielle 04/f n’est autre que 0,../, 
C'est-à-dire la dérivée dans la direction du k-ième vecteur unitaire e* (nous 
avons seulement utilisé pour elle une notation plus brève). 


QUESTION. Comment sont liées les dérivées 9-.f et 0./f ? 


Pour exprimer la dérivée dans une direction en coordonnées (et non 
pas en vecteurs) on peut recourir à une interprétation géométrique des coor- 
données du vecteur unitaire en tant que « cosinus directeurs ». Rappelons 
(voir n° 1.1.6) qu’on appelle angle des vecteurs non nuls x et y dans R” 


l'angle 6 € [0, x] pour lequel cos w = te , d’où (x, y) = IxlByll cos . 
Si x = (x1, ..., Xn), On a xx = (x, e“}. Soient e = (@e1, ..., e) un vecteur 


unitaire et ax l’angle des vecteurs e et e“. On a alors e = <e, e“) = 
= llelle*K cos ax = cos œx, et donc 


e = (COS œ1, ..., COS @n). 


On dit que cos œ1, ..., Cos a, sont les cosinus directeurs du vecteur unitaire 
e. Ils satisfont à la relation 


n 
>, cos ax =1 (= lel) 
K=1! 
et peuvent être exprimés par #7 nombres réels quelconques dont la somme 
des carrés est égale à 1. 
On a maintenant x + fe = (x1 + { COS 1, ..., Xn + { COS @h) et, par 
suite, 
im C1 + L COS 1, ..., Xn + ( COS @n) — f(X1, ..., Xn) 


@) GP = Hi 
t—0 


La technique du calcul de cette dérivée sera exposée au $ 3. 
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XKN\Y 


NY 


AN ANNE NN 


RQ 


ECS 
ww 


SANS 


Fig. 18 


La formule (2) montre que (d.f)(x) est une dérivée ordinaire d’une fonc- 
tion d’une variable. En effet, puisque les coordonnées du point x et du 
vecteur unitaire e sont fixes, posons 


(rt) = f(x + L' COS œ1, ..., Xn + { COS œn). 


Alors L 
GC = lim 20-80 Le (0) 


Soit, maintenant, f une fonction de deux variables ayant au point 
(x, Yo) une dérivée dans la direction du vecteur unitaire e de cosinus direc- 
teurs cos æ et cos 8 (= sin æ). Elucidons le sens géométrique de cette der- 
nière. Portons le vecteur e à partir du point (x, yo, 0) dans le plan z = 0 
et menons par e le plan IT parallèle à l’axe z. Rapportons IT à un repère 
orthonormé en prenant e pour le vecteur unitaire de l’axe des abscisses, 
et la droite passant par (x, Jo, 0) parallèlement à l'axe z et ayant le même 
sens que ce dernier, pour l’axe des ordonnées (fig. 18). Le point (7, 0) du 
plan IT a, dans le plan (x, y), les coordonnées x0 + f cos æ, Yo + f Sin a, 
et le plan II coupe le graphe de la fonction f suivant une courbe qui est, 
dans II, le graphe de la fonction 


e(t) = f(x + ! cos @, Xo + t sin æ). 


Puisque & est dérivable au point f = 0, le graphe de & dans II a au 
point correspondant une tangente qui forme avec le vecteur e un angle 
dont la tangente est égale à $’(0). Or &’(0) = (d.f)(xo, yo). Ainsi donc, 
(def), yo) est égal à la tangente de l’angle que forment le plan (x, y) et 
la tangente en (Xxo, Jo, f(x, Jo)) à la section du graphe de f par le plan II. 
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La fonction d’une variable réelle qui a une dérivée en un point donné 
est continue en ce point. D’autre part, on a déjà vu que pour une fonction 
de plusieurs variables l'existence des dérivées partielles en un point donné 
n’entraîne pas, à elle seule, la continuité. Plus encore, l'existence des dérivées 
dans toutes les directions ne garantie pas la continuité. Ainsi, on a vu que 
la fonction 


_ [1 (0 < y < x), 
se = | O <0 ou y > x) 


envisagée dans l’exemple 5.2.3 est discontinue au point (0, 0). Cependant, 
sur chaque droite passant par le point (0, 0) il existe un voisinage de ce 
point dans lequel jf est constante, d’où il résulte qu’au point (0, 0) f a une 
dérivée (égale à zéro) dans toute direction. 

Ainsi donc, l'existence, pour une fonction de plusieurs variables, des 
dérivées en un point dans toutes les directions est plus faible que l'existence 
de la dérivée en un point pour une fonction d’une seule variable. Or l’exis- 
tence de la dérivée pour une fonction d’une seule variable est équivalente 
à la dérivabilité, 1.e. à la « presque linéarité » de l’accroissement de la fonc- 
tion. La notion de fonction linéaire se généralise à tous les espaces vecto- 
riels, en particulier, à R". Cela permet aussi de généraliser, dans R”, la 
notion de fonction dérivable. 


$ 2. Fonctions linéaires 


1. Notion de fonction linéaire 

Etant donné un espace vectoriel Æ sur un corps commutatif K, on 
appelle fonction linéaire sur X toute application linéaire de X dans K, 1.e. 
toute fonction / : À — K satisfaisant aux conditions 


I(x + y) = 10 + (0) pour tout (x, y)EX x X, 
10 = N(x) pour tout (x, N EX X K. 


Il découle de ces conditions que 


m m 
l ( > NE) = D AGO). 
im]! iml 

Du cours d’algèbre on sait que quels que soient les espaces vectoriels 
X et Ÿ sur un même corps commutatif K, les applications linéaires de X 
dans Ÿ forment un espace vectoriel sur X pour les opérations ordinaires 
d’addition et de multiplication par des « scalaires » (éléments de X). En 
particulier, pour un espace vectoriel X sur K, la somme de deux fonctions 
linéaires sur X et le produit de la fonction linéaire par un scalaire sont 
des fonctions linéaires, et l’ensemble de toutes les fonctions linéaires sur 
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X muni de ces opérations est un espace vectoriel sur Æ ; nous le noterons 
SX, K). 

2. Fonctions linéaires sur R” 

Envisageons maintenant d’une façon plus détaillée les fonctions linéai- 
res sur R”. Au lieu de /(x), nous écrirons, de règle, /. Nous avons déjà 
rencontré certaines fonctions linéaires importantes sur R”, notamment les 
fonctions de coordonnées +4. Rappelons (voir n° 5.1.2) que ces fonctions 
sont définies par les formules 


Rk(X1, ..., Xn) = Xk (K= 1, ...,n), 
donc, en particulier, 
me(e') = 6,  (i, k=1,...,n) 
où 6! sont les symboles de Kronecker. Puisque l'addition des vecteurs et 
la multiplication du vecteur par un nombre s’effectuent dans R” « coordon- 


née à coordonnée », on a pour tous vecteurs x = (x1, ..., Xn), y = 
= (1, ..., }n) et tout nombre À ER 


KkÜX + Y) = Xk + Vk = FEX + AK}, 
Rk(X) = Nix = ÀTEX (K = 1, 2, ..., n). 


Cela signifie que les fonctions de coordonnées 4 sont linéaires. 
THÉORÈME 1. Les fonctions de coordonnées forment une base dans 
S(R", R). 


Démonstration. 1) Si A1, ..., À sont des nombres tels que 
n ñn n 
D, Ame = 0, ie. ( + Nr) x= D} zx = 0 pour tout xER”, on 
kml kml kml 


n n 
obtient M = 3; Aô4 = >, Ace! = 0 pour tout i. Donc, les fonctions 
K=]! K = |! 


de coordonnées +4 sont linéairement indépendantes. 
2) Soit /€_/(R”, R). Posons 


(1) le* = (kK=1, ..., n). 
Pour tout x = (x1, ..., X:) on a 
x=I ( D met) = D xxle* = D lex. 
k=l kK=] kml 


Or xx = 4x. Par conséquent, 


x = > le FkX = ( >, he) x 
K=l kKæ1 
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pour tout x € R”, i.e. 
n 
(2) l = >, xx, 
k=1 


de sorte que toute fonction linéaire / sur R" est une combinaison linéaire 
des fonctions de coordonnées 74. 

Ainsi donc, /{R”, R) est un espace vectoriel réel de dimension n. Ceci 
étant, / - e, où e est un vecteur de R" de coordonnées e1, ..., en, définit 
un isomorphisme de Z{(R", R) sur R”. Nous avons par là même obtenu 
la formule 


(3) [x = S lkXk 
K=]1 


pour tout x € R" et tout /€ _/(R”, R). Notons ses deux corollaires : 

1) toute fonction linéaire sur R'" est continue (voir n° 5.2.2, 4°); 

2) L& = (e, x). 

Dans le cas unidimensionnel (ie. pour n7 = 1) é’et x sont des nombres, 
et (e, x) = e*x, de sorte que 4, = é:x. Ainsi donc, /a fonction linéaire | 
sur R est un opérateur de multiplication par le nombre &. Dans ce cas il 
serait souvent rationnel de ne pas faire distinction entre e et 6, i.e. envisager 
chaque nombre comme opérateur de multiplication par ce nombre. 


$ 3. Fonctions réelles différentiables de 7 variables réelles 


1. Notion de fonction différentiable de R” dans R 

DÉFINITION 1. On dit que la fonction f de R” dans R est différentiable 
en un point x si D, est un voisinage du point x et l’accroissement de la 
fonction f en ce point peut être présenté sous la forme 


f(x + Ax) — f(x) = IAx + a(x, Ax)lAxl, 
où / est une fonction linéaire sur R' et æœ(x, Ax) — 0 lorsque Ax — 0; 
l est appelée dérivée de f en x et notée f’(x). Ainsi donc, 
(1) f(x + Ax) — f(x) = f'(DAx + a(x, AxlAxl. 
La fonction f est dite différentiable si elle l’est en tout point x € D-. 


AVERTISSEMENT : f(x) est une fonction linéaire du vecteur variable À de l’espace R”, 
et non pas (en général) de x! 


REMARQUE 1. Le sens de la définition 1 est le même que dans le cas 
unidimensionnel : la différentiabilité de la fonction au point signifie que 
l’accroissement de la fonction en ce point est « presque linéaire », i.e. est 
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une fonction linéaire de Ax à un infiniment petit près par rapport à 
l’accroissement Ax de l’argument. 

REMARQUE 2. La définition 1 impose à x une restriction plus forte que 
celle de la définition de la dérivabilité en x de la fonction f d’une seule 
variable : on exige que x soit un point non isolé de D; s’il s’agit d’une fonc- 
tion d’une seule variable, et qu’il soit contenu à l’intérieur de D; s'il s’agit 
d’une fonction de plusieurs variables (d’où il résulte en particulier que D; 
est un ensemble ouvert si f est différentiable en tout x € D;). La commodité 
de cette restriction devient plus claire par la suite. Elle est dictée par le 
caractère plus complexe de la topologie du plan en comparaison avec la 
topologie de la droite. 

Voici deux exemples très simples de fonctions différentiables. 

EXEMPLE 1. Soit f une fonction constante sur R” ou sur un ouvert non 
vide de R”. Comme 


f(x + Ax) — f(x) = 0 = OAx + Olxi, 
f est différentiable et f’(x) = 0. 
EXEMPLE 2. Soit / une fonction linéaire sur R”. Comme 
[(x + Ax) — (x) = /Ax + ONAxk, 
l'est différentiable et 
l’(x) = { pour tout xEe R”, 


ce qui est conforme à la formule d(&x) _ k de la dérivation de la fonction 


dx 
linéaire £x sur KR. 

THÉORÈME 1. Si les fonctions f et g de R” dans R sont différentiables 
au point x, leur somme f + g est différentiable en ce point, et 

+ 8)" = f"Q@) + g'@. 

Démonstration. Soit À = f + g. Comme D; et D, sont les voisinages 
du point x, Dr,, = DND, est un voisinage de ce point. On a par ailleurs 
(2) f(x + Ax) — f(x) = f'(x)Ax + a(x, Ax)-lAxl, 

(3) g(x + Ax) — g(x) = g’(x)Ax + B(x, Ax)-llAxi, 
où f” (x) et g” (x) sont des fonctions linéaires, et æ(x, Ax) et B(x, Ax) tendent 
vers zéro lorsque Ax —+ 0. En additionnant (2) et (3), on obtient 
hGc + Ax) — h(x) = [SG + g’(]Ax + y(x, Ax)-IlAxl, 
où y(x, Ax) = a(x, Ax) + B(x, Ax) — 0 quand Ax —+ 0. Comme f”(x) + 


+ g”(x) est une fonction linéaire, on conclut que # est différentiable en 
x et que A°(x) = f(x) + g'(x. 
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De la définition 1 découle facilement le théorème suivant. 

THÉORÈME 2. Si la fonction f : R" — R est différentiable au point x, 
la fonction Nf est différentiable en ce point pour tout XER, et 
AN)" @) = NO. 


EXERCICE 1. Montrer que si les fonctions / et g de R” dans R sont différentiables au 
point x, leur produit est différentiable en ce point. Par quelle formule s'exprime sa dérivée ? 


THÉORÈME 3. La fonction f de R" dans R différentiable au point x 
est continue en ce point. 

Démonstration. Etant une fonction linéaire sur R”, f’ (x) est continue 
et f’ (x)(0) = 0. Par conséquent, f”’ (x) Ax — 0 lorsque Ax — 0. D'autre part, 
d’après la définition, œ(x, Ax) + 0 quand Ax — 0 et donc a fortiori 
a(x, Ax)-IAxi — 0 lorsque Ax — 0. Il résulte alors de la formule (1) que 
f(x + Ax) — f(x) — 0 quand Ax — 0, ie. f est continue au point x. 

THÉORÈME 4. La fonction f: R"—R est différentiable au point 
x € JD si et seulement si l'accroissement de f en ce point se présente sous 
la forme 


(1°) f(x + Ax) — f(x) = lAx + S ax(x, Ax)Axk 
K=] 


où l'est une fonction linéaire sur R° et œx(x, Ax) — 0 lorsque Ax — 0 pour 
tout entier KE 1, n]. 


Démonstration. Soit f une fonction différentiable en x, de sorte qu’on 

a la formule (1) où / = f’ (x) est une fonction linéaire sur R” et (x, Ax) — 0 
quand Ax —+ 0. Or x 

a(x, AX) 


RIT 2% pour Ax # 0, 


a\X, Ax)HAxli = K=] 
0 pour Ax= 0. 


Par conséquent, le second membre de la formule (1) est de la forme 
(1°) où 


œ(x, Ax) 
IA Ax; pour Ax #0, 
aœx(x, AXx) = lAx 
0 pour Ax = 0. 


Ceci étant, ax(x, Ax) —+ 0 quand Ax — 0 vu que jax(x, Ax)| < |[a(x, Ax)|. 
Inversement : soit à démontrer que la fonction f est différentiable en x. 
Posons ñ 


Le > | ax(x, Ax)Axx pour Axx oO, 
__ JHAxi 


0 pour Ax=0. 
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On a alors la formule (1°), et œ(x, Ax) — 0 lorsque Ax — 0 car, en vertu 
de l'inégalité de Cauchy, 


a a<pl [Dao an | Dax - 
Km]! 


K=] 


2. Différentiabilité et dérivée dans une direction 

THÉORÈME 5. La fonction f : R" — R différentiable au point x admet 
en ce point des dérivées dans toutes les directions, et pour chaque vecteur 
unitaire e de R" on a 


(d.f)(x) = f' (re. 


Démonstration. Comme x € ]D/{, il existe un » > 0 tel que [Al < 
<n=x+hAED/,. Tout vecteur À peut être pris pour Ax. En particulier, 
puisque ltell = ||}, on peut poser Ax = te dans (1) pour tout f tel que 
[t| < n. Il s'ensuit que 


f(x + te) — f(x) = f'(x)te) + ax, te)lltel = 1f' (x)e + ax, te)|t| 
d’où 


f@ + 1e) - JQ) 1) = fQ _ f'(x)e + ax, te) 1 


Puisque a(x, te) — 0 lorsque f — 0, et |{|/ft est borné, on conclut que 
JG + te) — fQ) #) — #0) ., f'e quand 1—0, 
1e. la dérivée (0d.f)(x) existe et est égale à f’(x)e. 


COROLLAIRE. La fonction f : R" — R différentiable au point x admet 
en ce point des dérivées partielles par rapport à tous les arguments, et 


(4) (NX) = a O=f' et  (k=1,.…., n). 


En vertu des formules (1) et (2) du $ 2, f’(xe“ est le coefficient de 
+& dans le développement de la fonction linéaire f” (x) suivant les fonctions 
de coordonnées. D’après la formule (3) du $ 2 on a alors 


(5) J'Oh = >. a (hx pour tout AE R". 


K=l! 
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C'est pourquoi l’accroissement de la fonction f différentiable au point 
x peut être écrit comme suit : 


of 
fe + 40 — fe = D, À (ax + atx, A9 | D jar 
K=1 = 
où æ(x, Ax) — 0 quand Ax — 0, ou bien, d’après le théorème 4, 


fx + A+) — JC) = DE 2 (ax + S ax(x, AX)Axs 


K=] 


où axk(x, Ax) — 0 lorsque Ax — 0 pour tout entier # € [1, n], ou encore sous 
la forme 


f(x + Ax) — f(x) = 2 ge(x, AxX)Axk 


où gx, A = 3 L (2) + ax(x, A), de sorte que 
n(x, A9 (x) quand Ax-0. 
Ô0Xk 


L'expression (5) est appelée différentielle de la fonction f au point x. 
Elle ne se distingue de la dérivée f” (x) que par la forme car f”’(x)h n’est 
qu’une autre notation de la fonction linéaire f’ (x) pour À variable (tout 
comme w(z) est une autre notation de la fonction +). 

Soit, en particulier, À le vecteur unitaire e de cosinus directeurs cos a, 
COS @2, ..., COS œn. On a alors 


fr L of 
(6) Ge) (= f'69e) = 2; LE (9 cos a. 
K =] 
3. Gradient 
Dans. le n° 2 du 8 2 on a associé à toute fonction linéaire / sur R” un 
vecteur { dans R" de coordonnées 4; = le“ (& = 1, ..., ñn). Il résulte en 


particulier de la formule (4) que 
Fo = (2 «0. … Lo 


On dit que ce vecteur est le gradient de la fonction f au point x et on le 
note grad /(x). La formule (6) peut alors être mise sous la forme suivante : 


(df)(x) = <grad f(x), e). 
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Ceci montre que si grad f(x) # 0, d.f présente la plus grande valeur pour 

- grad/f(x) ; 7 | 
e = igrad /G1 ie. lorsque e est le vecteur directeur unitaire du gradient. 
En effet, d’après l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 


IGN) = |grad f(x), e)| < Igrad f(x), 


d’autre part, (grad fQ), Sn) = fgrad f(x), de sorte que 


Agrad f(x)il est la plus grande valeur de la fonction e(d.f)(x), et cette valeur 
se présente quand e est le vecteur unitaire du vecteur grad f(x). En interpré- 
tant la dérivée (d.f)(x) de la fonction f dans la direction du vecteur unitaire 
e au point x comme vitesse de variation de / dans cette direction, on peut 
dire que /e gradient de la fonction en un point est un vecteur qui définit 
la direction et la vitesse d'accroissement maximal de la fonction en ce point. 
Notons encore que 


Igrad SI = 


4. Conditions suffisantes de différentiabilité 

THÉORÈME 6. Supposons que la fonction f : R" — R soit définie dans 
un voisinage U du point x et qu'elle y possède des dérivées partielles d4f 
(& = 1,..., n). Si elles sont continues au point x, la fonction f est différen- 
tiable en ce point. 


Démonstration. Il existe un ô > 0 tel que U(x, à) C U. Soit RAxE < 6. 
Posons 


Kk 

A°=0, Af= 5 Axe! = (Am, ..., Axe, 0, .... 0) (K = 1,2, ..., n) 
im] 

(voir fig. 16, où les vecteurs A. sont représentés pour le cas 7 = 3). Comme 


k 

IA*E = | 3; Ax?< IAxl, on a x + AE U(x, 5). Compte tenu de ce 
OCR | 

que A” = Ax, on obtient 


f(x + Ax) — Go) = 2 Lx + A“) — fx + A*71)] 
et, par conséquent, 


(7) f(x + Ax) — f(x) - 2 (k/)Q) Ax = 


= À LG + A4) = ft + A4 71) — (af) Axel. 
K=] 
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Considérons maintenant le segment [x + A“7!,x + A“]. Il est composé 
des points x + A7! + te“, où t varie de 0 à Axe, et est contenu dans 
U(x, ô). Ses extrémités appartiennent à U(x, 6) qui est convexe. Ainsi donc, 
f est définie sur ce segment et y possède la dérivée partielle d94/f. Ayant posé 


gk(t) = fx + A“! + te*) = 
= f(x + A%xi, .…..) Xk-1 + AXk - 1, f, Xk+1: -.., Xn), 


on obtient que w+ est dérivable et p{(r) = (dk f}(x + A7! + te“). 
Par conséquent, il existe un 64 € ]0, 1[ tel que 


(8) fx + A“) — f(x + A7!) = gxlxx + Axx) — px(Xk) = 
= pixx + 0kAxx) Axe = (dk/)(7<) Axe 


où z* = x + A7! + GAxre € U(x, 6). Comme 


K=i 
Uz* — xl = LAË-! + GAxxe“l = | >, Ax? + OZAx£ < IAxl 
im] 


et les fonctions d4/f sont continues au point x, on a (dk fz*) —+ (dk f)X) 
lorsque Ax — 0. 
Compte tenu de (7) et (8), il vient 


n 


fx + A0 = JU = À GkfND AXE + ” te AOÛ 
1 = 


Où ax(x, Ax) —+ 0 lorsque Ax — 0 pour tout entier & € [1, n]. Par conséquent, 
f est différentiable au point x suivant le théorème 4. 

COROLLAIRE. Toute fonction de R” dans R définie sur un ouvert et 
ayant partout sur cet ensemble des dérivées partielles continues par rapport 
à tous les arguments est différentiable. 

S. Interprétation géométrique de la différentielle d’une fonction de deux 
variables 

DÉFINITION 2. Etant donné une fonction f(x, y) continue en un point 
Po(x, Yo) intérieur à D, on appelle plan tangent au graphe de f au point 
Mo, Jo, fo, yo)) le plan qui passe par Mo de telle façon que la distance 
MN d’un point M{(x, y, f(x, »)) du graphe à ce plan est infiniment petite 
par rapport à MoM lorsque P(x, y) — Po (fig. 19). 

THÉORÈME 7. Si la fonction f(x, y) est différentiable au point Po(xo, 
Jo), le graphe z = f(x, y) de cette fonction possède au point Mo(x, Yo, 
Zo), Où % = f(Xo, Yo), un plan tangent. Ce plan est défini par l'équation 


(9) Z — Z = (91/)(x, Yo)(x — Xo) + (92/)(%0, Yo)(} — Jo), 
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Fig. 19 


de sorte que la valeur de la différentielle de f en Po pour les accroissements 
X — X0, } — yo des arguments est égale à l'accroissement Z — % de la cote 
d’un point du plan tangent”). 

Démonstration. Soient P(x, y) € D; et 


e = PoP = V{(x — x0)° + (y — yo)” 


(cf. fig. 19). La fonction f étant différentiable au point Po, on a 
(10) Zz— Z = (d1/)(x0, Jo)(x — xo) + (d2/)(x0, Yo) — Yo) + ax, }):e 


où æ(x, y) > 0 lorsque P — Ps, i.e. quand @ — 0. D'autre part, l’équation 
(9) regardée par rapport au point « courant » (x, y, Z) est une équation 
du plan (noté IT) passant par le point Mo. En retranchant (9) de (10), on 
obtient z — Z = æo. Soit N la base de la perpendiculaire abaissée du point 
MX, », f{Xx, »)) du graphe sur le plan II et soit M” un point de ce plan 
ayant les mêmes abscisse et ordonnée que celles de M (et, par suite, la cote 
2). Comme NM < |M'M{! et MoM > PoP, il vient 


0< NM rl » E= ZI = ja 


MM PoP 


NM 
Par conséquent, MM 


graphe de la fonction f au point M6. Ceci étant, le second membre de 


—+ 0 lorsque P — Ps, ï.e. II est le plan tangent au 


*) Les coordonnées courantes d’un point du plan tangent sont désignées ici par x, y, Z 
à la différence des coordonnées courantes x, y, z d’un point de la surface z = f(x, y). 
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l'équation (9) de ce plan représente la valeur de la différentielle de la fonc- 
tion f au point P, associée aux valeurs x — xo, Y — yo des accroissements 
des arguments, et le premier membre est la différence des cotes des points 
M" et Mo, 1e. l’accroissement de la cote d’un point du plan tangent lors 
du passage de Po à P. 


CHAPITRE 7 


APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 


8 1. Applications linéaires 


La dérivation des fonctions composées exige l’utilisation des applica- 
tions différentiables de R” dans R”. La définition de ces dernières repose 
sur la notion d’application linéaire. 

1. Notion d’application linéaire 

Soient X et Ÿ des espaces vectoriels sur un même corps commutatif 
K. On appelle application linéaire de X dans Y toute application j : X —+ Y 
satisfaisant aux conditions suivantes : 


SCx + y) = f(x) + SO) pour tout (x, y) € XX X, 
FAX) = NX) pour tout (x À)E X x K. 


En particulier, la fonction linéaire sur X (voir n° 6.2.1) est une application 
linéaire de X dans Æ (où K est traité comme espace vectoriel sur lui-même). 
Dans les considérations générales, les applications linéaires sont habituelle- 
ment désignées par les majuscules À, B, ... et au lieu de A(x), on écrit Ax. 

Du fait que les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire 
sont accomplies coordonnée à coordonnée dans R” il résulte facilement 
que les projecteurs pr; ; : R° — R” (voir n° 5.2.2, 3°) et les injections 
ik : R — R° (voir n° 5.1.2) sont des applications linéaires. 

Rappelons certains faits concernant les applications linéaires, étudiés 
dans le cours d’algèbre. Comme nous l’avons déjà dit au n° 6.2.1, les appli- 
cations linéaires de X dans Ÿ forment un espace vectoriel sur X par rapport 
aux opérations ordinaires d’addition et de multiplication par un scalaire ; 
on le note /(X, }). Soient X, Y et Z des espaces vectoriels sur K. La com- 
posée B + À des applications linéaires À : X — Y et B: ŸY — Z est une 
application linéaire de X dans Z ; au lieu de B » À on écrit habituellement 
BA. La composition des applications linéaires (comme de toutes applica- 
tions en général) est associative. En outre, BA, traitée en tant que fonction 
de À et B, est linéaire : 


B(\1 A: + À2 A2) = À1 BA; + 2 BA), 
(1 Bi + u2 B2) A = u1 B1 A + u2 B2 A. 
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Les applications linéaires de l’espace vectoriel X dans lui-même sont 
aussi appelées opérateurs linéaires (agissant dans X). Pour abréger, on écrit 
/J{X) au lieu de /(X, À). Ce n’est pas seulement un espace vectoriel, mais 
aussi un anneau (voire une algèbre sur Æ) par rapport à la composition. 
Ceci étant, (XX) est un anneau unitaire ; son élément unité est une applica- 
tion identique Zx : X —+ X ; Alx = IxA = À pour tout À € /'(X) ; Ix est 
appelé opérateur unitaire. 

2. Notation matricielle des applications linéaires de R'” dans R”7 

Il est rationnel d’écrire les vecteurs sous forme de matrices colonnes 
(et non pas de lignes) : pour un vecteur x € R” nous allons utiliser souvent 
la notation suivante : 


X1 
Xn 


où x1, ..., Xn SOnt les coordonnées de ce vecteur par rapport à la base 
standard (e', ..., e") de R". 


Soient maintenant A1, ..., An les composantes d’une application 
linéaire À : R" — R', ie. À; = mo A(i = 1,...,m), où x; sont des fonc- 


Ji 
tions de coordonnées sur R”, x; | : = }i, de sorte que 
Ym 
A1X 
(1) AX = pour tout x € R”. 
AmX 


Comme 7; sont des fonctions linéaires (voir n° 5.2.2), À; sont également 
des fonctions linéaires. Elles peuvent être représentées par n'importe quelles 
fonctions linéaires sur R”, i.e. quelles que soient m fonctions linéaires 
A1, ... Am Sur R”, l'application À : R" — R' définie par la formule (1) 
est linéaire et A1, ..., An sOnt ses composantes. Comme toutes les fonc- 
tions linéaires sur R”, elles sont continues. D'où il résulte (voir n° 5.2.2, 
5°) que toute application linéaire de R" dans R" est continue. 

Etant une fonction linéaire, chaque À; est donnée par ses coefficients 
Âi,, PR Ai, : 


(2) Aix = Ai,X1 + ... + Ai,Xn pour tout x € R”; 
ceci étant, 
(3) Aÿj= Aie (i=1,...,m;j=1,...,n). 
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Les nombres À;; sont habituellement disposés en tableau 


de m lignes et z7 colonnes, qu’on appelle matrice de l'application linéaire 
A (dans un couple de bases standard) ; en vertu des formules (2) et (3), 
la j-ième colonne de cette matrice est présentée par le vecteur 4e’. Il résulte 
des formules (1) et (2) que 


A1X AnXi + ... + AinXn 
(4)  Ax = À 


Ami ..…. Amn Xn 


conformément à la règle générale de multiplication des matrices (ce qui 
justifie la commodité de la notation des vecteurs sous forme des colonnes). 
La formule (4) montre que l’application À est bien définie par sa matrice 
qui sera notée (4) ou (AÀi;);). 

A l’addition des applications linéaires R° — R°”" et à la multiplication 
de celles-ci par des scalaires on associe les opérations analogues sur les 
matrices : (4 + B) = (4) + (B), (XA) = ÀX(A); d'où il découle que 
J{(R”, R”) est de dimension mn. La multiplication des matrices corres- 
pond à la composition des applications linéaires. Les matrices des opéra- 
teurs linéaires dans R” sont des matrices carrées. En particulier, la matrice 
de l'application identique /,, est la matrice unité 


0 
(Igr) = 
0 l 


qui a des unités à la diagonale et des zéros à toutes les autres positions. 
A chaque opérateur linéaire À dans R” correspond le nombre det À, déter- 
minant de la matrice (A) de cet opérateur ; det Z,. = 1. Lorsqu'on fait la 
composition des opérateurs linéaires À et B dans R”, leurs déterminants 
se multiplient : det (BA) = det B:det A. 

3. Norme sur /(R’7, R”) 

Dans les deux numéros précédents nous avons cité certains faits néces- 
saires puisés dans le cours d’algèbre. Considérons maintenant la notion de 
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norme d’une application linéaire et ses propriétés fondamentales, qui sont 
spécifiques pour l'analyse mathématique. 

DÉFINITION 1. On appelle norme d'une application linéaire A : 
R" — R” la borne inférieure 1AÏ de l’ensemble 


P4 = {eo > 01H Axl < olxl pour tout x € R'}. 


Soit x € R”. Alors Ax = A(Exe) = ÿ'x;Ae/ et, par conséquent, en 
j=i j=I 
vertu de l’inégalité de Cauchy, 


(5)  LAxl < 3 Ix;lll4el < lA4e’l? IS = | SLA? ht 
el jet j=1 j=1 
Comme cela est juste pour tout x € R”,ona | S14e Il? € P4, de sorte 
jet 


que P4 n’est pas vide et, par conséquent, LA < +. D’autre part, 
14 > 0 puisque P4 > 0. Ainsi donc, llAÏ est un nombre réel positif. Pré- 
cisons ses propriétés essentielles. 

1° LAxl < HAUIxi pour tout x € R'". En effet, comme ILAÏ = inf P1, 
il existe pour tout € > O une € P,4 satisfaisant à l’inégalité o < AI + €. 
Alors lAxl < olxl < (HAÏ + e)llxl = LAÏxI + ellxl. En faisant ten- 
dre € vers zéro, on obtient à la limite LAxl < DA IxA. 

2° HAÏ = 0 & À = 0. En effet, si AI = 0, on a (0<) AI < 
£ AD Ix! = 0 en vertu de 1°, de sorte que Ax = 0 pour tout x € R”, ie. 
A = 0. Înversement : si A = 0, il vient P4 = [0, + œ[ et, par conséquent, 
LAÏ (= inf P4) = 0. 

3° 14 + BÏ < LA + BI En effet, pour tout x € R” on a en vertu 
de 1° 


I(A + B)xl = 1Ax + Bxl < 1Axi + IBxl < LANIXxI + BW x = 
= (LAN + 181) xl, 


de sorte que LAÏ + IIBI € P4:8. Alors À + BÏ (= inf P4:8) < NA + 
+ IBI. 


49 IXAN = IXI AIN pour tout X € R. En effet, pour À = 0 cela découle 
de 2°, Soit À < 0. En vertu de 1°, on a pour tout x € R” 


IQA)xl = DACAX)E = TXT LAxE < TXT HAT IX, 


de sorte que IX LA € P;4, d’où IXAI < IXIIAÏ. De façon analogue, 
IAT TNA) & IAT!TIXAL. On obtient alors 


IXAI & IXTIAE = IAA TRADE & IXTIXTTTIXAN = IXAI 
et, par conséquent, IXAÏ = IX HAÏ. 


LS 
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Les propriétés 2° à 4° signifient que 1A Il est une norme sur /’(R”, R”). 
5° Si A € /(R", R”") et B € /(R”, R', on a BA & NBI AI. En 
effet, pour tout x € R” on obtient en vertu de 1° 


WBAxI < IBIIAxI < 1BI LAN IX, 


de sorte que BI LAÏ € P4 et, par conséquent, IBAÏ < IBI A1. 
6° 17,.1| = 1. En effet, 


WU = inf (e > OIUZ,.x (= xl) < elxl pour tout x € R°} = 1. 


$S 2. Applications différentiables de R’7 dans R” 


1. Notion d’application différentiable de R'” dans R’7 

DÉFINITION 1. On dit qu’une application f de R” dans R” est différen- 
tiable au point x si D, est un voisinage de x et l’accroissement de f en ce 
point peut être présenté sous la forme 


f(x + Ax) — f(x) = AAX + a{x, Ax)llxl, 


où À est une application linéaire de R” dans R”, et æ(x, Ax) — 0 lorsque 
Ax —+ 0; À est appelée dérivé de l'application f au point x et est notée 
f'(x). Ainsi donc, 


f(x + Ax) — f(x) = f'(xX)Ax + a(x, Ax)lxl. 


L'application f est dite différentiable si elle l’est en tout point x € D. 

En tenant compte de la définition adoptée de la limite, on obtient 
œ(x, 0) = 0. Si x est fixe, on écrira æ(Ax) au lieu de æ(x, Ax). 

La définition 6.3.1 d’une fonction réelle différentiable est un cas particu- 
lier de la définition 1 (pour m = 1). Mais a(x, Ax) pour m > 1 est un 
vecteur (de R”). 

Les affirmations des deux exemples qui suivent et les théorèmes 1 à 
3 sont démontrés tout comme pour m = 1 (voir n° 6.3.1). 

EXEMPLE 1. Une application constante f : R° — Rest différentiable 
et f(x) = 0. 

EXEMPLE 2. Une application linéaire À : R" — Rest différentiable 
et A’(x) = À pour tout x € R”. 

THÉORÈME 1. Si les applications f et g de R” dans R" sont différentia- 
bles au point x, leur somme f + g est différentiable en ce point et 
(J + 8)"(x) = F'(x) + 8” (x). 

THÉORÈME 2. Si une application f de R" dans R"" est différentiable au 
point x, il en est de même de Xf pour tout \ € KR, et (X\f)'(x) = XF” (x). 

EXERCICE 1. Montrer que si deux applications j et g de R” dans R°”" sont différentiables 


au point x, il en est de même de l'application { , g) : R” — R définie pour tout z € D/N D, 
par la formule (f, g)(z) = {/{z), g(z)). Quelle formule définit sa dérivée ? 
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THÉORÈME 3. Une application f: R°" — R°” différentiable au point x 
est continue en ce point. 

2. Composée d’applications différentiables 

THÉORÈME 4. Soit f : R" — R' une application différentiable au point 
x et soit g: R”— R' une application différentiable au point y = f(x). La 
composée g © f est alors différentiable au point x, et 


(1) (g ° P)'(x) = g’ (SX) f(x) 


où le second membre est la composée des applications linéaires f’(x) : 
R" — R” er g'(f{x)): R” — R!. 

Démonstration. Comme x € D et f(x) € D,, il vient x € D... Par 
ailleurs, puisque f est continue au point x en vertu du théorème 3 et que 
D, est un voisinage du point f(x), f 7 '(D,) est un voisinage de x. Or 
D,.s = 7 "(Dz) (voir propriété 2.1.2, 5°). Ainsi donc, D,., est un voisi- 
nage de x. Par hypothèse, 


(2) f(x + Ax) — f(x) = f'(x)Ax + œ(Ax)lAxl 


où æ1(Ax) — 0 lorsque Ax — 0, 
(3) g0 + A7) - g0) = g'(>)Ay + œ2(4Ay)lAyl 


où æ2(Ay) —+ 0 lorsque Ay — 0. Soit maintenant x + Ax € D,.,. On peut 
alors prendre, en particulier, Ay = Af = f(x + Ax) — f(x) dans la 
formule (3); en effet, si x+Axe D .p ON a X+ AXx € D; et 
y + Af = f(x) + Af = f{x + Ax) € D,. Compte tenu de (2) et de la 
linéarité de g’(/(x)), on obtient 


g(f(x + Ax)) — g(f{x)) = 
= 8" (f(x) J'(X)Ax + g'(J(X))(1 (AXD IAXI + a2(ANIASI = 
= g’(f(x)) f'(x)Ax + a(Ax)lAxl 


où 
IA fI 


g'(/(x))(a1 (Ax)) + œ2(A/) ——— pour Ax # 0, 
IA xl 


(4) œ(Ax) = 

0 pour Ax = (. 
Puisque g’(/{x)) f’(x) est une application linéaire en tant que composée 
d'applications linéaires, il reste à démontrer que «(Ax) — 0 quand Ax — 0. 
Comme aœ1(Ax) — O0 quand Ax — 0, et g’(/{(x)) étant une application 
linéaire de R” dans R’”" est continue et égale à zéro au point 0, on a 


(5) g'(/{x))(œ:(Ax)) —+ O0 quand Ax — 0. 
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Comme æ2(Ay) — 0 lorsque Ay — 0, et en vertu du théorème 3, Af —+ 0 
lorsque Ax — 0, on obtient 


(6) æ2(Af) — 0 lorsque Ax — 0. 


D'autre part, vu qu’en vertu de (2), 


LVL 
< 
aa = MORE + nl < [760 27 al + lo (ax) < 
< If ax + la: (AxI = ICO + la (Ax)E, 
NA I Le 
et laæ(Ax)l — O lorsque Ax — 0, IA xI est borné dans un voisinage 


assez petit du point Ax = 0. Joint à (6), ceci montre que 


lAfI 


de ON 


—+ 0 lorsque Ax — 0. 


Enfin, il résulte de (4), (5) et (7) que æ(Ax) — 0 lorsque Ax — 0. 
EXEMPLE 3. Etant donné une application g : R” — R”, ajoutons / 
nouveaux arguments en posant 


RG, ..., Xns Xn+is 0e, Xn+t) = 8(X1, ..., Xn) 


pour tout (x1,..., Xn) € D, et tout (xn+1, ..., Xn+1) € R' (de sorte que 
Dr = D, X R'). Si g est différentiable au point Que .., XO), h est diffé- 
rentiable au point (x®,...,x 0, x0,,...,x@)) OUR iotites les valeurs 


x®,,..., x), des arguments ajoutés, et 


O0 
(8) _h'(x®, ..., x, x), x) = gx, x 0 7 


oùr=pr, ,:R"*"— R'".Eneffet, À = g° x ; mais x est partout dif- 
rentable ‘en tant qu’application linéaire et x’(x) = x pour tout 
x € R"*'. Il ne reste qu’à appliquer le théorème 4. Ainsi donc, l'adjonction 
de nouveaux arguments ne viole pas la différentiabilité. 

Pour m = 1 il résulte de la formule (8) que 


" 2 GO, XD i<i<n 


ôx; 
9 A DR UE d 
A, EP ne Osn+i1<j<n+l. 
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En effet, supposons que d', ..., d"*! soient des vecteurs de la base stan- 
dard dans R"*/ et que e', ..., e" soient ceux dans R'. Vu que 
e si l<j<n, 


LA ( ) PT...» è si 1 + 1 < j £n + [A 


on a 
0h ,_w (0) (AO) (0) \ w » C0) (Or 
a. y.) Xn+j) = À (x, sy c..s Xn+1)® = £g (x, À n )r(d') = 
J 
g'(xXN, ..., xOei = ce (x, ...,x0) s1<j<n, 


J 
0 Si n+l1<j<n+l. 


EXEMPLE 4 (propriété locale de la dérivée). Si une application f : 
R” — Rest différentiable en un point a et U est un voisinage de a contenu 
dans D;, la restriction f\u de f à U est différentiable en a et 


(flu)' (a) = f'(a). 


En effet, flu = f ° iv, où iu est la restriction de Z,. à U. Etant donné 
que D;, = U est un voisinage du point a et iu(x) — iu(a) = x — a = 
= [,.(x — a) + 0-Ilx — al pour tout x € D;,, iu est différentiable en a 
et éu(a) = 1,. Vu que f est différentiable au point iu(a) (=a), le théo- 
rème 4 dit que flu est différentiable au point a et (flu)'’(a) = 
= f'(iu(a))iu(a) = f'(a)Igr = f'(a). 

3. Matrice jacobienne 

THÉORÈME $. Une application f de R" dans R" est différentiable au 
point x si et seulement si ses composantes f\, ..., fm Sont différentiables 
en ce point. La dérivée de chaque composante est une composante corres- 
pondante de la dérivée de l'application f. 

Démonstration. En vertu de la définition 5.1.2, fx = #4 ° f où m4 est 
la k-ième fonction de coordonnées sur R’”. Etant linéaire (voir n° 6.2.2), 
r« est partout différentiable (voir exemple 6.3.2). Par conséquent, la diffé- 
rentiabilité de f au point x entraîne celle de ses composantes /£ d’après le 


théorème 4. D'autre part, f = si ° fx (voir formule 5.1(3)) où à, est la 
Km] 


k-ième injection de R dans R” (voir n° 5.1.2). Etant linéaires (voir n° 1 
du $ 1), sont partout différentiables. Par conséquent, la différentiabilité 
de toutes les composantes /4x entraîne celle de f d’après les théorèmes 4 
et 1. Enfin, si f est différentiable au point x, on obtient /£(x) = 
= (rx © f)'(x) = ré(J/(x))-f'(x) (voir théorème 4) = #4 f'(x) (voir 
exemple 6.3.2) = [f'(x)}x. 
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THÉORÈME 6. Si une application f : R" — R” de composantes fi, …. 


...; fn est différentiable au point x, sa dérivée f' (x) possède dans les bases | 
standard (voir n° 1.1.1) /a matrice suivante : 


0/1 ofi 

3x © ie (x) 
(*) (f(x) = | :i:isisiiisisisiil 

3x A (x) 


Démonstration. Les lignes de la matrice de l’application linéaire sont 
les matrices de ses composantes. En vertu du théorème 5, on a [f”(x}}x = 


= fi(x), et en vertu de la formule 6.3(4), (f£(x)) = (CE (x), 
| 


Ofk 
D re @). 

REMARQUE. Vu qu’une application linéaire de R” dans R°” est bien 
définie par sa matrice, il résulte en particulier du théorème 6 que /a dérivée 
f'(x) de l'application f au point x est univoquement définie. 

DÉFINITION 2. La matrice (*) est appelée matrice jacobienne de l’ap- 
plication f au point x. Pour m = n, le déterminant det f’(x) de cette matrice 


D(/\, ar) (x). 
D(x: CCE | Xn) 
Si m = 1, la matrice jacobienne (/f’(x)) est représentée par la ligne 


(2 (x), ..., 2 @) des coordonnées du gradient. Si de plus nr = 1, 
| n 
la matrice jacobienne (/f’(x)) est formée par un seul nombre ÿ (x). 

THÉORÈME 7. Si les composantes f1,...,fm de l'application j: 
R" — R'” ont, dans un voisinage du point x, des dérivées partielles par rap- 
port à tous les arguments, qui sont continues en x, l'application f est différen- 
tiable en ce point. 

Démonstration. En vertu du théorème 6.3.6, les fonctions fi, ..., fn 
sont différentiables au point x, d’où il résulte en vertu du théorème 5 que 
f est différentiable en x. 

EXEMPLE 5. Soit f une application de R° dans R° ayant les composan- 
tes f1(7, $) = r cos &, f2r, 6) = r sin &. Elles ont partout des dérivées 
partielles continues 


(1 f1)(7, o) = COS D; (02/17, p) — — r sin ®»; 
(d1/2)(r, 6) = sing, (d2/2)(r 6) = r cos w, 


est appelé jacobien de l’application f au point x et noté 


2] APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES DE R” DANS R” 113 


de sorte que f est différentiable. Son jacobien est 


D(f, 2) _ 
D(r, p) (7, p) = 


COS ®9 —rsin 


=. 
sin @ r COS @ 


THÉORÈME 8. Soit f : R" — R°” une application différentiable au point 
x et soit g: R” — R' une application différentiable au point y = f(x), de 
sorte que h = g ° f est différentiable en x en vertu du théorème 4. Alors 


ah + F | 
io Ge NOR Ge PEL M") 
OX; Fr 0 Yk OX; 


Démonstration. D’après le théorème 4, h’(x) = g’(y) f(x). Par 
suite, (A’(x)) = (g’C)}(J'(x)), 1e. en vertu du théorème 6 


a 09 Se 
a se O7 D (0 LT 
= op EEE ou ï un STE de 9 


ns ne oh À 
Selon la règle de multiplication des matrices, l’élément (x) de la matrice 
À); 
du premier membre, qui se trouve à intersection de la i-ième ligne et de 


la j-ième colonne, est égal au « produit scalaire » de la ÿ-ième ligne de la 
première matrice dans le second membre par la j-ième colonne de la 
deuxième, ce qui donne la formule (10). 

4, Dérivation des fonctions composées 

THÉORÈME 9. Supposons que les arguments y1, ..., ynm de la fonction 
g: R"—R soient remplacés par des fonctions fi: R° —R (i = 1,... 
..., M) ayant un ensemble de définition commun. Si ces fonctions sont 
différentiables au point y ® = (x, ..., x®), er g, au point correspondant 
PO (x D, ….., fn(x ®)), la fonction 


h(x) = g(fi(x), ..., fm(X)) 


8-619 
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est différentiable au por x® et 


(1) 2 (M = LES oo) D LG) Ge... n) 
Xj is dy: 


Démonstration. Soit f une application de R" dans R”” ayant des com- 
posantes fi, ..., fm. On a y® = f(x) et À = g ° f. Comme g est diffé- 
rentiable au point y ® et la différentiabilité des fonctions jf; au point x 
entraîne, d’après le théorème 5, la différentiabilité de l'application /, il reste 
à appliquer les théorèmes 5 et 8. 

Nous savons que le théorème 9 ne représente pas le cas le plus général 
de formation de la fonction composée ; chacune des fonctions substituées 
Ji dépend en général de son propre groupe des arguments. Mais le cas où 
ces groupes sont distincts se réduit au cas envisagé dans le théorème 9 par 
adjonction des arguments manquants. Soit, par exemple, 


SX, 7, 3 1) = g(e(x, y), YO, z, 1)) 


(voir n° 5.1.5 et 5.2.2, 8°). Si & est différentiable au point (x, Yo), v, 
au point (Yo, Z, lo) et 8, au point (uo, vo) Où Uo = p(Xo, Jo) ef vo = 
= Y(Jo, &, to), la fonction f est différentiable au point (xo, Yo, zo, to). En 
effet, L L 

SX, », 2 1) = g(e(x, », 2, 1), YCx, y, z, 1) 


où p(x, », 2,1) = w(x, }), VX 3, 2, 1) = YU, 2, 1). Comme y est différen- 
tiable au point (xo, Jo), & est différentiable au point (xo, Jo, Zo, lo) en vertu 
de l'exemple 3. De façon analogue, la différentiabilité de ÿ au point 
(Jo, 2, to) entraîne celle de ÿ au point (%o, Yo, Z0, fo). Le théorème 9 dit 
alors que f est différentiable en ce point. Ceci étant, on obtient d’après 
les formules (11) et (9), 


ô ôg 
of (Xo, Yo, Zo;, to) = °e (uo, Vo) ea (oo, Jo; Zo; lo) Ÿ 
dx ou ox 


+ e (uo, Vo) (x, Jo, Zo; lo) = “e 8 (wo, vo) TP = (x, Yo), 
Ô0g 
af (Xo, Yo, Zo; {o) = E (no, vo) SE 5 Ge, Jo) 4 98 & (uo, ne w mA Z0; lo), 
0} ôu ôv 
) 
(x, Jo, Zo; lo) —- & (uo, vo) = de 7 Le Zo; lo), 
0Z : 


IL (ao Yo, Z, lo) = “e (wo, vo) : 7 Lo zo, lo). 
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Notons un cas particulier important du théorème 9 lorsque 7 = 1, i.e. 
lorsque ji, ..., /m Sont des fonctions d’une seule variable réelle. La formule 
(11) prend dans ce cas la forme suivante 


dh Ut g, .dfi 
12 — (Î = = —— (lo). 
(12) ar () 2ET (Jo) de (to) 
EXEMPLE 6 (formule de dérivation d’une expression exponentielle). 
Soit A(r) = #(1)"® où w et ÿ sont des fonctions dérivables au point to. 


La fonction A(t) s'obtient de la fonction g(u, vu) = u* par substitution 
u = @(t}), vu = ÿ(t); g est différentiable et “8 (u, uv) = vut”|, 2e (u, vu) = 
u U 


= un u. Par conséquent, h est différentiable au point {o d’après le théo- 
rème 9 et donc, d’après la formule (12), 


PO Go) = VUE LE (ro) + (0) In wo) LE (0) 


EXERCICE 2. Déduire les formules de dérivation pour les fonctions w(#) + ÿ(t), 


{ 
w(t):ÿ(r) et _ de R dans R où # et ÿ sont dérivables au point to. 
{ 


5. Dérivation d’une fonction vectorielle 

Les applications de R dans R” sont appelées fonctions vectorielles à 
valeurs dans R”. Soit À une fonction vectorielle linéaire à valeurs dans 
R”, i.e. une application linéaire de R dans R”; À est parfaitement définie 
par le vecteur A(1). En effet, on a A(h) = A(h:1) = hA(1) pour tout 
h € R. Le vecteur A(1) sera noté À. Il vient donc 


(13) A(h) = hÀ pour tout € R. 


On voit aisément que 4 — À définit un isomorphisme de l’espace vectoriel 
JR, R”) sur R”. Ceci étant, LA = IAA car LAAl = 1A1 IA pour tout 
h € R. En se fondant sur cette affirmation, on identifie souvent la fonction 
vectorielle linéaire À avec le vecteur correspondant À. 

THÉORÈME 10. Si une fonction vectorielle f à valeurs dans R"' est diffé- 
rentiable au point 1, on a 


GS Er A0 = 00 
a LÉ - que “ns 


JG + At) — (9 
At _ 
lorsque At — 0, la fonction f est différentiable au point t et a = f'(t). 


Inversement : si t €] D,i et tend vers le vecteur a € R” 


8° 
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Démonstration. Si jf est différentiable au point , on obtient, en vertu 
de la formule (13), 


ft + At) — f() = At-f'(0 + ar, At)lAr| 
où a(f, At) — 0 lorsque At —+ 0, d’où 


ft+4A)-f0D jArl x . 
DRE NE F0 + ar, A1) — f'(0) lorsque At — 0. 


JG + An — f() 
At 


Inversement : soit / E]JD/[ et tend vers le vecteur a € R” 


lorsque Af —+ 0. Posons 
SG + A1) — F0 | 
œ(t, At) = At 
0 pour Af = 0. 


Alors aœ{f, At) + 0 lorsque At —+0, f(t + At) — f(t) = At:a + 
+ œ(t, At)At, et comme h - a est une fonction vectorielle linéaire, f est dif- 
férentiable au point teta= f'(t). 

D'ordinaire f’({) est identifiée avec f’(f) et la formule 


JG + An) — SU) 
At 


a pour At # O, 


f'(0 = lim 


àt—0 


est prise pour définition de la dérivée de la fonction vectorielle f au point t. 


di 
——— (1 
7 (2) 
Il résulte de la formule (14) que f’(f) = | --.-... OÙ fi, ..., fm 
d fm 
nr 
dr (£) 


e L] L 1 RE <u 
sont les composantes de la fonction vectorielle f. En effet, soit f”’(f)« la 
se e DT à Dr “ és 
k-ième coordonnée du vecteur f’(f), 1e. mk(f”(t) ) où rx est la k-ième 
fonction de coordonnées sur R”. Comme 4 est linéaire et continue, on 

peut écrire en vertu de la formule (14) : 


FOx = ra im = limr (EE) L 
ät—0 At at—0 ; At 
= lim ma (JG + AN) — mx QU) | lim + At) — fk() _ dfx (. 
“il At At—0 At d' 


Soit f une fonction vectorielle à valeurs dans R”, définie sur un inter- 
valle non dégénéré 7. On appelle hodographe de f la famille des points 
(/(0),, de R”. Soit maintenant m = 2 ou 3 et supposons que j soit con- 
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. f(&+ 48-18) 


Fig. 20 


tinue en un point # et qu’il existe un voisinage U de ce point tel que 
(0) # f{to) pour tout f € UMNJ distinct de fo. On appelle fangente à 
l’hodographe au point Mo = (to) une droite Z, passant par Mo, telle que 
la distance MN du point M = /(t) à cette droite est infiniment petite devant 
MoM lorsque { — fo. On voit aisément que pour cela il est nécessaire et 
suffisant que l'angle entre L et la sécante à l’hodographe passant par les 
points #(fo) et f(to + At) où At # 0, tende vers zéro quand Af — 0. 
Si f est dérivable au point to et f'(to) “ 0, l’hodographe de la fonction 
vectorielle f (a une tangente au point f{to), et cette tangente est parallèle 
au vecteur f’(to) (fig. 20). En effet, étant dérivable au point to, f est conti- 
nue en ce point. Par ailleurs, comme f”’({o)}(h) = Af'(to) et f’(to) # 0, 
on obtient f’(t0) = 0 et il résulte alors de la formule (14) que /{(f) # f{(to) 
pour tout {€ Z\f{fo} suffisamment proche de #6. Enfin, le vecteur 
f(to + At) — f{t) 
At 
l’hodographe passant par les points /{fo) et fo + Af), et comme 
(to + At) — f(to) 
At 


cos (© ; 


issu du point /(fo) est situé sur la sécante de 


er à : 
= f'(to) + œ où a — 0 lorsque Ar —+ 0, on a 


fUo + At) — f{o) ) _ (JC), fo) + a) 
At 1f° Co) DS’ (to) + al 
ne {f”'(t0) , J'(to) ) 
If’ (to)? 
lorsque Af — 0, 1.e. l'angle formé par la sécante et le vecteur f’(f0) tend 
vers Zéro. 


Si l'argument d’une fonction vectorielle est le temps, l’hodographe de celle-ci est la trajec- 
toire du point qui se meut suivant la loi s = /(r) (où s est le rayon vecteur du point), et 
J'(r) est, comme on le voit de la formule (14), le vecteur vitesse du point à l'instant £. 
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Fig. 21 


EXEMPLE 7. Soit f une application de R dans R° de composantes 
p(t) =rcost, Y(t)=rsint, x(f) = ct 


où ret c sont des constantes non nulles. Comme #, Ÿ et x sont dérivables, 
f est une fonction vectorielle dérivable et 


—rsint 
fo : r cos ft 
C 


L'hodographe de cette fonction vectorielle est une hélice située sur le cylin- 
dre circulaire droit x? + y? = r° (fig. 21). 


CHAPITRE 8 


DÉRIVÉES PARTIELLES ET DIFFÉRENTIELLES 
D'ORDRES SUPÉRIEURS 


$ 1. Dérivées partielles d’ordres supérieurs 


1. Dérivées partielles d’ordre 2 
Soit f une fonction réelle de 7 variables réelles. Sa dérivée partielle par 


rapport à Xi, dif = La = fx, est aussi une fonction de R” dans R, ayant 


peut-être un ensemble de définition plus étroit, soit quand même non vide. 
Supposons que 0; f possède une dérivée partielle par rapport à x;, 4;(d;f), 
2 


définie sur un ensemble non vide ; on la note en général nr OU fix, 
i0A; 
et on l'appelle dérivée partielle d'ordre 2 de la fonction f par rapport à x: 
et x;j. Conformément à cela, on dit que 417, ..., 4, f sont les dérivées par- 
Of 
2 == 2 
tielles d'ordre 1. Ainsi donc ee st Si j = i, on écrit 2 
| ” 2xidx; 8x; ax? 
: | 0°f — 9°f : 
ou f”: au lieu de . Lorsque ; # i, on dit que est une dérivée 
OX;0X; XiOX; 


partielle mixte (par rapport à x: et x;). Ainsi, f(x, y) peut avoir deux dérivées 
partielles d'ordre 1 et quatre dérivées partielles d'ordre 2, parmi celles-ci 
deux dérivées mixtes : fx, et fx. Cependant, ces dernières coïncident habi- 
tuellement. Par exemple, si f(x, y) = In (x? + y?), on a 


, 2x : 2x-3y° 
X;, rs 9 ER , 
RS pe 

, 3x° , 3y?.2x 
X, = RC RE = 3 +» 
Jy{ y) x? Ea y° frs (x? + y°Ÿ 


de sorte que jf» = fr. 


EXERCICE 1. Soit f(x, y) = ax° + bx?y + cxy°? + dy? (où a, b, c, d sont des constantes). 
Trouver jf; et fyr. 


2. Limites répétées 
Analysons le mécanisme qui est à la base de la coïncidence de fx et 
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y: (ou de leur non-coïncidence éventuelle). D’après la définition, 


fa, b) = (f:);{a, b) = im AR 2 + À) 7 ra 0) - 
im ss h, b + K) _ Sa, b + K) _ im CG + h, b) TT J{a, b) 
= TE £ 
k—0 k 
L tm dim AE + M D + 4) = Ua, b + ©) = Ja + h, b) + Ja, D) 
h—0 k—0 Kkh ° 


De façon analogue, 
Jia, b) = 
= lim lim +h, b+Kk) - f(a+h, b) — fa, b + Kk) + f{(a, b) 
k—0 h-—0 hk 


Ainsi donc, les dérivées mixtes f;,(a, b) et f,.(a, b) sont les limites répétées 


A(h, K) 
k 


d'une même fonction où 


Ah, Kk) = f{a + h, b + k) — fa, b + k) — f(a + h, b) + f(a, b), 


limites qui ne se distinguent que par l'ordre de h — O et k — 0. Quelquefois 
cette distinction est sensible. Ainsi, 


h? De k? h? 2 k? 
lim lim — = —]l; Him lim = 1. 
k-0 n-0 À? + k? AE k-0 À? + &k 


C’est pourquoi, pour la fonction 


 d .. 
D nn ae qe 
0 si (x, y) = (0, 0), 
on a 
f3(0, 0) = lim lim /U © — SCO, &) — SCA, 0) + SCO, 0) | 
+7 Rate rs 
= Jim lim 0 _ _, 
k-0 h-0 hK 

et 


(0, 0) = lim im 10) . 


h—0 k—0 


de sorte que j;,(0, 0) # f;:(0, O). 
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Cependant, sous certaines conditions les limites répétées existent et sont 
égales. 

LEMME. Soit g(u, v) une fonction définie pour les seuls points (u, v) 
du voisinage cubique O((uo, vo) ; n) du point (wo, Lo), qui ont u # uo et 
UV # Vo. Supposons qu'il existe les limites finies : 


lim  g(u, v), 
(u,u)— (wo, vo) 


lim g(u, v) pour tout v fixe tel que O < lv — vol < n, 


U—Uo 


lim g(u, vu) pour tout u fixe tel que O < lu — uol < 1. 


VU 
Les limites répétées lim lim g(u, v)et lim lim g(u, v) existent et sont 
VU U—Un U—Ug Vtt 
égales à lim gu, v). 
(u,v)—{(uo,un) 


Démonstration. Soit / = lim g(u, v). Pourtoute > Oilexisteun 
(u, v)—(uo. Lo) 


ô € ]0, nf tel que 
[g(u, vu) — [1 < € pour tout (u, vu) € D, N O((wo, vo) ; n). 


En fixant vu et en passant à la limite lorsque # — w, on obtient 
lim g(u, vu) — à < € pour tout v tel que 0 < lu — vol < ô. Mais cela 


signifie que lim g(u, v) —+ / lorsque v — vo, 1e. lim lim g(u, vu) existe 
uU—W U—LVo U"Un 
et est égal à /. La démonstration pour la deuxième limite est analogue. 
3. Conditions suffisantes de l'égalité des dérivées mixtes 
THÉORÈME 1. Si la fonction f(x, y) a les dérivées partielles fx, jf; et f; 
dans le voisinage U du point (a, b) et si fx, est continue au point (a, b), 
la dérivée f;;(a, b) existe et est égale à f;;(a, b). 
Démonstration. Il existe un » > 0 tel que ÜU > Q((a, b); n). La 
fonction 


A(h, k) 

hk 
(où A(h, K) est introduit au n° 2) est alors définie en tout point (4, K) € 
€ Q((0, 0) ; n) tel que À < Oet & À 0. Montrons que g satisfait aux hypo- 
thèses du lemme pour (wo, vo) = (0, 0) : 

1) en fixant un & tel que Îkl € ]0, n[, posons 

(x) = f(x, b + K) — f(x, b), avec D, = ]Ja — n, a + nl. 
De l'existence de jf; dans Q((a, b) ; ñ) il résulte que # est dérivable et 
px) = Ji(x, D + k) — f(x, b). 


g(h, K) = 
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Or A(h, k) = g(a + h) — y(a) pour tout h tel que lhl < 7. Par consé- 
quent, en vertu du théorème de Lagrange, on obtient 


_ fi(a + 60h, b + k) — fi(a + 6h, b) 
k 9 
où 8€ ]0,1[. Puisque le segment qui joint les points (a + 0h, b) et 
(a + 6h, b + k) est contenu dans Q((a, b) ; n) et que la dérivée jf existe 
dans ce voisinage, on a toujours d’après le théorème de Lagrange : 
g(A, k) = jy (a + 0h, b + 0’Kk) 


où 0” € ]0, 1[. Etant donné que jf, est continue au point (a, b), on en con- 
clut que lim g(h, K) existe et est égale à f5 (a, b); 
(h,k)—(0,0) 


2) g(A, k) = — TN; 

) g(h, K) HE L À 

lorsque À — 0. Ainsi donc, lim g(h, £) existe pour tout k fixe tel que 
h—0 

IK1 € ]0, n1 : 


3) d'autre part, 


f(a+h, b+k) — f(a + h, b) _ J{a, b + Kk) — f(a, b) 
CA = —— + 


_, {a + h, b) — f;(a, b) 


h lorsque k — 0, 


de sorte que lim g(h, &) existe et est égale à BALAI He 0) 
k—0 


pour tout h fixe tel que lhl € ]0, nf. 
Donc, 1es hypothèses du lemme sont satisfaites. Il en résulte que 


lim lim g(h, £) existe et est égale à 
h—0 k—0 


Ja + h, b) — f;(a, b) 
h | 
ie. compte tenu des points 3) et 1), 


fa + h, b) — f;(a, b) 


Jia, b) = lim 
h-0 h 


existe et est égale à jf, (a, b). 
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REMARQUE. Au lieu de l'existence de f;, dans un voisinage du point 
(a, b) et de la continuité en ce point, on pourrait admettre la même chose 
pour jf; et démontrer que jf; (a, b) existe et est égale à f;:(a, b). Il faudrait 
alors analyser la fonction (y) = f(a + h, y) — f(a, y), avec h fixe, au lieu 
de la fonction w(x) = f(a, b + k) — f(x, b), avec k fixe. 

THÉORÈME 2. Si la fonction f(x, y) possède au point (a, b) des dérivées 
partielles différentiables d'ordre 1, les dérivées mixtes f;, et f;; coïncident 
en ce point. 

Démonstration. Suivant la définition de la différentiabilité, f; et f;, 
et à plus forte raison, j, existent au voisinage du point (a, b) et, par consé- 
quent, dans un voisinage de la forme Q((a, b) ; n). Posons 


A(h) = f(a + h, b+h) — f{a, b + h) — f(a + h, b) + (a, b), 

avec Da = ]- 7, nf, et 
p(x) = f(x, b + h) — f(x, b), 

avec D, = ]a — n, a + nl, de sorte que A(h) = (a + h) — (a). Il 
résulte de l'existence de f; que # est dérivable et @’(x) = f;(x, b + h) — 
— f;(x, b). Par conséquent, on a suivant le théorème de Lagrange : 
(1) ACh) = &'(a + 61h)h = [fa + 01h, b + h) — fi(a + 0,h, b)jh 
où 81 € ]0,1[. Par hypothèse, jf; est différentiable au point (a, b), ie. 


Ji(x, y) = fa, b) + fa, bXx — a) + fx (a, b)(y — b) + 
+ Ex — a, y — be 
où pe = V(x — a}? + (y — b}ete1 — 0 lorsque (x, y) — (a, b). En par- 
ticulier, 
f(a + 6h, b+h) = f:(a, b) + ia, b)0,h + fi(a, b)h + 
+ e&(01h, h) V1 + 6? lhl; 
fita + 61h, b) = fi(a + b) + fE(a, b)ô1h + e1(01h, 0)8, hi. 


En retranchant la deuxième expression de la première et en tenant compte 
de la formule (1), on obtient 


A(h) = f;,(a, b)h? + a(h)h° 
où a(h) = +[e1(81h, h)- V1 + 82 — (61h, 0)8:]. Comme a(h) —+ 0 
lorsque À — 0, on en conclut que 


; … A(h 
@) fa, b) = lim SO. 


D'autre part, en fixant h, mettons (y) = f(a + h, y) — f(a, y), avec 
Dy = ]a — n, a + nl. Il résulte de l’existence de j; que ÿ est dérivable et 
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#'O) = fa + h, y) — f;(a, y). Par conséquent, 
(3)  A(h) = ÿ(b + h) — ÿ(b) = Y°(b + 862h)h = 
= [> (a LS h, b + 6h) — Jy(a, b + 02h)}h, 
où 02 € ]0, 1[. Or jf; est différentiable au point (a, b), i.e. 
JC, y) = fa, b) + fa, bX(x — a) + fi(a, bXy — b) + 
+ €2(x — a, y — b)o 
OÙ E€2(x — a, y — b) — 0 lorsque (x, y) — (a, b). En particulier, 
Ja + h, b + 62h) = f;(a, b) + f;;{a, b)h + 24, b)06h + 
+ €2(h, 02h) V1 + 821hl, 
J;(a, b + 62h) = f,(a, b) + f;:(a, b)02h + €2(0, 0h) lhl. 


En faisant la soustraction et en tenant compte de la formule (3), on obtient 
A(h) = f;;(a, b)h? + B{h)h° 


où B(h) = +[e2(h, 01h) V1 + 02 — &82(0, 02h)62] —+ O lorsque À — 0. 
Par conséquent, 
(4) fa, b) = lim 20). 
h-0 À 
En comparant (2) et (4), on conclut que f;,(a, b) = f;.(a, b). 

REMARQUE. Les théorèmes 1 et 2 restent en vigueur si f dépend, en 
plus de x et y, d’autres arguments. En effet, ces arguments restent constants 
dans les dérivations (par rapport à x et y) qu’on utilise dans les démonstra- 
tions de ces théorèmes. 

4. Dérivées partielles d'ordre n 

Nous avons défini les dérivées partielles d’ordres 1 et 2. Par récurrence, 
on définit les dérivées partielles de n’importe quel ordre supérieur (bien 
sûr, là où elles existent). Notamment, les dérivées partielles d'ordre 7 sont 
définies en tant que dérivées partielles d’ordre 1 des dérivées partielles 
d'ordre ñ — 1. Il est aussi rationnel d'entendre par dérivée partielle d’ordre 
nul de f la fonction f elle-même. 

Suivant le théorème 2, la différentiabilité de f; et f; entraîne l'égalité 
des dérivées mixtes f;, et fr, i.e. la commutativité des dérivations par rap- 
port à x et y. Est-ce qu’on peut généraliser ce résultat aux dérivées partielles 
d'ordres supérieurs ? Par exemple, est-ce que (dans les conditions appro- 
priées) fm = fyprx ? 

THÉORÈME 3. Supposons que toutes les dérivées partielles d'ordre n de 
la fonction f(x, y) existent et sont différentiables. Il s'ensuit que pour tout 
entier k € [2, n + 1] les dérivations par rapport à x et y dans chaque dérivée 
partielle d'ordre k sont permutables. 
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Démonstration. Etant donné que toutes les dérivées partielles d'ordre 

n de la fonction f sont différentiables, 1l existe pour f toutes les dérivées 
partielles d’ordre 7 + 1 (corollaire du théorème 6.3.5). Il existe, bien sür, 
toutes les dérivées partielles d'ordre < n. Elles sont différentiables. En effet, 
vu que les deux dérivées partielles d'ordre 1 de chaque dérivée partielle 
d'ordre 7 — 1 (qui sont les dérivées partielles d’ordre nr de la fonction f) 
sont différentiables, elles sont continues (voir théorème 6.3.3) ; il en découle 
alors que les dérivées partielles d'ordre nr — 1 sont différentiables (voir 
théorème 6.3.6). On en déduit de façon analogue la différentiabilité des 
dérivées partielles d’ordre 7 — 2, etc., jusqu’à /: et jf} y compris. Soit main- 
tenant k € [2, n + I] et soit fe A» Où tout z; est x ou y, une dérivée 
partielle d'ordre k&. Soit zi # zi+1, disons z; = y et Zi:1 = x. Comme 


i) i) i+1) i+1) 
Poux et S9 ,, sont différentiables, on a f£* "7. uw Re 


LA 
el... &le.: 


en vertu du théorème 2. Donc, f#? 


Lien X Tor Fons 
Ainsi donc, deux dérivations quelconques voisines par rapport à x et }y sont 
permutables. Or toute permutation de dérivations par rapport à x et y peut 
être effectuée à l’aide d’un nombre fini de permutations des dérivations 
voisines, par exemple, 


JD = fo — Joe — Lee 


Il s'ensuit que toutes dérivations par rapport à x et y sont permutables. 
COROLLAIRE. Si les hypothèses du théorème 3 sont satisfaites, la fonc- 
tion f peut avoir seulement k + 1 dérivées partielles distinctes d'ordre k. 
En effet, toute dérivée partielle d’ordre £ peut être ramenée par permu- 
tation de dérivations à la dérivée partielle où sont d’abord faites toutes les 
dérivations par rapport à x et ensuite celles par rapport à y. On n'obtient 
que £ + 1 dérivées partielles 


LP, LB ce Le SP. 


Le théorème analogue est aussi vrai pour les fonctions dont le nombre de 
variables est supérieur à deux. 


QUESTION. Combien de dérivées partielles d'ordre £ a une fonction £ — 1 fois différen- 
tiable de trois variables ? de n variables ? 


8 2. Différentielles d’ordres supérieurs. Formule de Taylor 


1. Différentielles d’ordres supérieurs 

Soit f(x, y) une fonction différentiable (par conséquent, D; est un 
ensemble ouvert). Conformément au n° 6.3.2, on appelle différentielle de 
f au point (x, y) € Dsune fonction linéaire (ou comme on dit encore, forme 


linéaire) dfx, y}(h, k) £ d1f(X, y)h + d2/(X, y)k 
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de h et & (qui peuvent prendre n’importe quelles valeurs réelles indépendam- 
ment l’une de l’autre). En fixant A et K, on peut envisager d comme une 
opération Ad1 + K02 sur f qui consiste en dérivations 9 et 92, en multiplica- 
tion des dérivées partielles obtenues par h et £ respectivement et en addition 
de ces produits. Ceci étant, l’opération d = A9, + Kd2 est linéaire, 1.e. 
d(f + g) = df + dg et d(f) = Xd/. Si 91/ et d2/f sont, à leur tour, diffé- 
rentiables, on peut répéter l'opération en formant d?f = d(d/) : 


d?f = (hô1 + kô2)?f = (hô1 + KO2)(hô1f + kd2f) = 
= h?07f + hkKÔ102f + Khd201f + k* 05 f. 


Comme, en vertu du théorème 2 du paragraphe précédent, les dérivations 
01 et d2 sont permutables, on obtient (en notation habituelle) 


9? 
(> d2ftx PU, À = … | CE PA? + 2 LE CG Dhk + De Ge 
Si 9./ et d2/f sont différentiables, la forme quadratique (1) de h et K est 
appelée différentielle d'ordre 2 de la fonction f au point (x, y). 

Si les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f sont différentiables, 
on peut aussi obtenir sa différentielle d'ordre 3. En général, si toutes les 
dérivées partielles d'ordre 7 — 1 de la fonction f'existent et sont différentia- 
bles (et par suite, il existe toutes les dérivées partielles d'ordre n), on appelle 
différentielle d'ordre n la forme de degré n 


(2) d'f(x, yY(h, k) = (hô1 + K92)"J{x, y). 
Ceci étant, 
G) ha + ka») » = Dci ee Ce DA" ki 


i=0 


où C; sont les coefficients binomiaux. En effet, vu que les opérations à: 
et d2 sont linéaires et permutables, on démontre, tout comme si 91 et 02 
étaient des nombres, que 


d'(hd1 + ka)" = SC" 9 hp" ki 
i=0 


Posons ç = Vh? + k?, Il existe un angle y tel que À = ç cos y», K = ç sin #. C’est pour- 
quoi, on peut mettre les formules (2) et (3) sous la forme suivante : 


d” 
(4) d'/(x, yXh, k) = (24; nee 5 = (09) cos"! w sin' s)e" 
ih0 


La fonction de # située dans le second membre de la formule (4) étant bornée pour tout 
point fixe (x, y), cette formule montre que l'ordre de petitesse par rapport à ç de 
d''f(x, y)(h, k) est au moins égal à n. 
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Notons que la notion de différentielle d’ordre supérieur se généralise 
aux fonctions de n'importe quel nombre de variables. Donc, 


d”f(x, }, z)(h, k, D) _ (ho: + KO: + 193)" f(x, }, z) (A, k, l'E R). 


2. Formule de Taylor 

Pour la fonction d’une variable, la formule de Taylor avec le reste de 
Lagrange donne un développement approximatif de f(x + h) suivant les 
puissances de À : 


(5) fx + h) = fx) + J'OOh + 3 JS" COR? ee. 


l 


ln) 
+4 Lpoçopr à 2 
170 (n +1)! 


FAN + 6h)yh"*!, 
où 8 est un nombre compris entre 0 et 1. Comme f*(x)h* = d“f{x)(h), 
la formule (5) peut être écrite comme suit : 


fx + h) = JU) + d/(x)(H) + . d'fLOH) + … 


l n ] n+i 

. + 2 d'f(x)(h) + nm + d”"” f{x + 0h)(h). 
Une formule analogue est vraie pour les fonctions de tout nombre de varia- 
bles. Déduisons-la pour le cas de deux variables. 

THÉORÈME 1. Supposons que toutes les dérivées partielles d'ordre n 
(n = 0,1,2,...) de la fonction f : R? — R existent et soient différentiables 
dans un voisinage U du point (x, y). Alors pour tous les h et k suffisamment 
petits, 


(6) f(x + h, y + k) = J{x, y) + df(x, y)(h, K) + 
+ à d2f(x, y)CA, &) +. + JL d'fCx, y), &) + 


] 


+ © d'*'f{(x + 0h, y + 8k)(h, Kk) 
(n + 1)! 


où 6 est un nombre situé entre O et 1 pour chaque couple (h, k). 

Démonstration. Le voisinage U contient un voisinage circulaire suffi- 
samment petit U((x, y) ; r) du point (x, y). Si h? + k? < r°, les points 
(x + th, y + tk) appartiennent à U((x, y) ; r), et par conséquent, à U pour 
tout f € [0, 1], de sorte que f est définie en ces points et y possède toutes 
les dérivées partielles d’ordre # qui sont différentiables. Ayant fixé h et k, 
introduisons une fonction auxiliaire 


(7) FD) = f(x +th, y+1tk) (te [0, 1]). 
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Montrons qu’elle possède les dérivées jusqu’à l’ordre n + 1 et que 
(8) FO (0) = dx + th, y + (kK)(h, K) 
pour tout entier m1 € [l, ñn + 1] et tout f € [0, 1]. 


En effet, F(t) = f(X, Y) où À = x + th, Y = y + tk. Comme J, X et 
Y sont différentiables, F est différentiable et d’après la formule 7.2(12) 


F'(0 = af(X, V) es + dfCX, hT = fX, Ph + 


ü à O2/(X, Y}k = (ho: a k02) J(X, Y) S d/(X, Y)(4, k). 


Supposons qu’il soit établi que F possède la dérivée m-ième pour un 
m < n + let que 


GDF) = ASC, Oh, = DC re Ce NT GR) 
iM=0 


Vu que f possède dans le disque U((x, y) ; r) des dérivées partielles d’ordre 

n qui sont toutes différentiables, la démonstration du théorème 3 du para- 

graphe précédent montre que ceci est vrai pour toutes les dérivées partielles 
9" f 

RS à à 

0x" "ay" A 

sont des fonctions dérivables de ft et, d’après la formule 7.2(12), 

d (ji 0" f dx 

= 55 AN = dr (AY) + 

dt 0x" ”"‘ày SRE, | EPARLE IA de dt 


0" f dy 0" f 
——— À, — = h0 + Ko R X, ° 
PARLE YA (X, ) 4 (ho: 2) EPORIETT (4, P) 


d'ordres inférieurs. C’est pourquoi, toutes les dérivées 


+ d 


Il résulte alors de la formule (8’) que F“”/(r) est différentiable et 


m 


F+U(+) = > ci, (Ad: + KO) (X, NA" 'k! = 


i=«0 


ml | af _. 
= OX" ‘0 


= (Hhô1 + kd2)d'SCX, Y)Ch, kK) = d'*'JCX, Ph, k). 


Donc, F possède sur le segment [0, 1] des dérivées jusqu’à l’ordre nr + 1. 
Par conséquent, d’après la formule de Taylor pour une fonction d’une 
variable, 

L pr(0) +... + L FU) + L__ pu+0(g) 
2! n! 


F() = F(0) + F' 
() = F(0) + F°(0) + CEST 


8 3] THÉORÈME DE FERMA. EXTRÉMUMS 129 


où 8 est un nombre compris entre 0 et 1. Mais en vertu de (7) et (8), c’est 
justement la formule (6). 
Pour n = 0, la formule (6) prend la forme suivante 


(9) f(x + h, y + K) = 


= f(x, y) + ( (x + 0h, y + 0Kk)h +  & + 0h, y + ok). 
ox dy 


$ 3. Théorème de Ferma. Extrémums 


1. Théorème de Ferma 

THÉORÈME 1 (théorème de Ferma). Si la fonction f : R" — R prend au 
point intérieur x ® de l'ensemble E C D, une valeur maximale ou minimale 
sur E et si elle est différentiable en ce point, f'(x"®) = 0, ie. toutes les déri- 
vées partielles d'ordre 1 de la fonction f au point x ®° s'annulent. 

Démonstration. Soit, par exemple, x® un point où / prend sa valeur 
maximale. Il existe alors un r > 0 tel que U(X® :r)CE et f(x) > 
> f(x) pour tout x € U(x'® : r). Considérons la i-ième fonction partielle 


0 0 
pi(z) = SX, .., 29, 2, xf9,, ..., x), 


Conformément aux résultats du n° 6.1.2, elle est différentiable au point x{° 
et p/(x®) = (8,fAx%). On a en outre w;:(x ®) > w:(z) pour tout z € 
€ ]xX® — 7, x + 7[ de sorte que s/(x!°) = 0. Ainsi donc, (8; f}(x °) = 
= 0 pour tout entier i € ]1, nf, et par suite, f’(x®) = 0. 

DÉFINITION 1. Le point x où la fonction f : R° — R est différentiable 
et f'(x) = 0 est appelé point stationnaire de la fonction f. 

Donc, pour qu'au point intérieur x de l'ensemble E C D; la fonction 
f prenne sa valeur maximale ou minimale sur E, il est nécessaire (si f est 
différentiable en x) que x soit un point stationnaire de cette fonction. Cepen- 
dant, cette condition n'est pas en général suffisante. Ainsi, (0, 0) est un 
point stationnaire de la fonction f(x, y) = xy, mais il n’est ni le point de 
la valeur maximale ni le point de la valeur minimale de cette fonction dans 
aucun de ses voisinages. En effet, tout voisinage du point (0, 0) contient 
des points (x, y) pour lesquels f(x, y) > /(0, 0) (=0) (ce sont les points 
intérieurs au premier et au troisième quadrant) et des points pour lesquels 
(x, y) < f(0, 0) (ce sont les points intérieurs au deuxième et au quatrième 
quadrant) (fig. 22). 

Cependant, le calcul de la valeur maximale ou minimale de la fonction 
différentiable f sur l’ensemble E C D}; se ramène à la recherche d’un point 
stationnaire si l’on sait qu’une telle valeur existe et qu’elle est prise en un 
point intérieur de l’ensemble E ; ce point doit alors être stationnaire en 
vertu du théorème 1. La situation devient encore plus simple si Æ contient 


9-019 
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Fig. 22 Fig. 23 


un seul point stationnaire ; ce point doit donc être le point recherché où 
la fonction présente sa valeur maximale ou minimale. 

EXEMPLE 1. Il faut décomposer le nombre strictement positif donné a 
en somme de quatre nombres strictement positifs de telle sorte que leur 
produit soit maximal. En décomposant a en somme des variables x, y, 
zett=a-x— y — z, on réduit le problème à la recherche de la valeur 
maximale de la fonction 


J(X », z) = xyz(a — x — y — 2) 
sur un ensemble Æ défini par les inégalités 
X>0,7>0,z2>0,,x+y+z< a, 
E étant l’intérieur de l’ensemble 
T -— (XML DER x >0y>0z2>0x+y+2z< al, 


i.e. d’un tétraèdre formé par les plans de coordonnées x = 0, y = 0, z = 0 
et par le plan x + y + z = a (fig. 23). En effet, il est évident que E C TJ. 
Si (Xo, Jo, zo) € E, on a n = min {Xxo, Yo, Z, 4 — Xo — Yo — Z} > Det 
le cube Q((x, Yo, 20) ; n) est contenu dans E, ie. (xo, Yo, &) est un point 
intérieur à Æ et d’autant plus à 7, de sorte que E C ]7I. Enfin, si 
(Xo, Yo, Zo) € T \ JZ, de façon qu’au moins une des égalités x) = 0, yo = 0, 
zo = Ooua — xo — Yo — Z = Dest satisfaite, il existe dans tout voisinage 
du point (%xo, Jo, &) un point (x, y, z) satisfaisant à l’une des inégalités 
X < 0,7 < 0,z < Ooua — x — y — z < Oau moins et, par conséquent, 
n’appartenant pas à 7, de sorte que (x, Yo, &) € ]7T. Etant une intersection 
des demi-espaces fermés x > 0, y > 0,z > Oet x + y + z < a, le tétraë- 
dre 7 est fermé ; en outre, puisque les coordonnées x, y, z de ses points 
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sont contenues dans le segment {0, a], il est borné ; par conséquent, T est 
un compact en vertu du théorème 3.2.13. Comme jf est continue, elle pos- 
sède sur 7 la valeur maximale (voir théorème 3.2.9). Celle-ci est prise dans 
E car f(T \ E) = Oet f(E) > 0. Ainsi donc, la valeur maximale de la fonc- 
tion f sur 7 est la valeur maximale recherchée de f sur l’intérieur E de 
T, et le point où cette valeur se présente est un point stationnaire de la 
fonction f. Or 

fi 7, 7) = yz(a — x — y — z) — xyz = yz(t — x), 

PO 7,2) = xt — y), FER 7, 7) = xy(t — 2). 
Par conséquent, le point cherché (x, y, z) de la valeur maximale satisfait 
aux équations 


y — x) = 0, xz(t — y)=0,  xy(t - z) = 0, 
ou, puisque xyz # 0 en ce point, aux équations 
0. 


Ceci étant, x + y + z + { = a, de sorte que x = y = z = !{ = a/4. 


t— x = 0, t—- y=0, lt — 7 


Nous avons encore montré en passant que quels que soient les nombres strictement posi- 


uifs X, }, 2, /, 
X+Y+zZ+IN a x+y+z+t 
XYU << | — sie. VXYE < - PARERRE 


4 4 
(poser x + y + z + ! = a), l'égalité ayant lieu si x = y = z = 1. 


EXERCICE 1. Décomposer le nombre strictement positif a en somme de 7 termes stricte- 
ment positifs de telle sorte que leur produit soit maximal. 


EXEMPLE 2. Il faut représenter le nombre strictement positif donné a 
sous forme d’un produit de quatre nombres strictement positifs de telle 
sorte que leur somme soit minimale. En représentant a sous forme du pro- 


duit des facteurs variables x, y, z et 2e , On réduit le problème à la recherche 
XYZ 


de la valeur minimale de la fonction 


A rD=x+ry+2z+ T 
XYZ 


sur l’ensemble E = {(x, y, z) € R°1x > 0, y > 0, z > 0]. Soit c l’une 
des valeurs prises par la fonction f sur Æ et soit K = {(x, y,2)€ 
€ Elf(x, », 2) < c]. Si(x, >, EK,onax+y+z</f(x 7,7) < cet 
comme x > 0, y > 0,z > 0, on obtient x < c, y < c,z < c. Ainsi donc, 


K est borné. D'autre part, comme _ < f(x, », 72) < c, on a (puisque 
X 


y 
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a a , a a 
<cetz<c) x>— > —; et aussi y > et z > —. Pour cette 
sd ) CYZ c° c? 7 c? 
raison, Si (Xu, Vn, Zn) € K et (Xn, Yn, Zn) + (X, y, z), on peut écrire 


X, }, z > — de sorte que (x, y, z)€ E et alors f(x, y, z) = 
C 


= lim /(xu, Yn, Zn) < ©, donc (x, y, z) € K. Ainsi, K est fermé. Par suite, 
K est un compact et f présente sur K la valeur minimale prise en un point 
(Xo, Yo, Zo). Mais alors /(xo, Yo, 20) est la valeur minimale de f sur tout 
l'ensemble E. En effet, si (x, y, z) € K, on a f(x, Jo, zo) < J(X, y, z) d’après 
la définition du point (%, Jo, Z), et si (x, y,z) € E \ K, on obtient 
F(X, », z) > c > f(x, Yo, zo). Comme E est un ouvert et la fonction f 
est différentiable, (xo, Yo, Zo) est un point stationnaire de f (voir théo- 
rème 1), 1e 


a a 


(Xo, Yo, Zo) = 1 — = 0,  (Xo, , Zo) = 1 — — = 0, 
fx (Xo 0 ep fy(Xo, Yo, Zo) 2 
a 
=, Yo»; Z) = | — = D = 0. 
X0Y0 Z 
D'où il résulte aisément que xo = Yo = Z = T_= Va. 
Xo)oZo 


On a de nouveau montré que quels que soient les nombres strictement positifs x, y, z, f, 


4 -- , 4 X+)y+zi+t!t 
x+y+z+t> 4 Vxya, ie Vxya < — 
4 


(poser xyz! = a), avec la même remarque concernant l'égalité. 


2. Points d’extrémum 

DÉFINITION 2. Soit f une fonction de R” dans R. On dit que le point 
x ® est un point de maximum (resp. de minimum) et que f(x ®) est le maxi- 
mum (resp. le minimum) si x'® possède un voisinage U € D} tel que 
f(x) > f(x) (resp. < f{x)) pour tous les points x € U. Si par ailleurs 
f(x) > f(x) (resp. < /(x)) pour tout x € U distinct de x, on dit que 
x est un point de maximum strict (resp. de minimum strict). Les points 
de minimum et les points de maximum de la fonction f sont appelés points 
d'extrémum. 

Il résulte directement du théorème 1 le fait suivant : pour que le point 
x où la fonction f est différentiable soit un point d'extrémum de cette fonc- 
tion, il est nécessaire que x soit un point stationnaire, ie. que f'(x) = 0. 
On a vu également que cette condition n’est pas suffisante. Ainsi donc, 
il faut avoir des conditions permettant de savoir quand le point stationnaire 
donné est un point d’extrémum et de quel extrémum il s’agit : de maximum 
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ou de minimum. Nous n’analyserons que le cas d’une fonction de deux 
variables. 

THÉORÈME 2. Supposons que la fonction f : R? — R soit différentiable 
dans un voisinage de son point stationnaire (xo, Yo) ef que f; et f; soient 
différentiables en ce point (de sorte que suivant le théorème 2 du $ 1, fs 
et Jy; y coincident). Posons 


A = JE Co, Yo), B = fo (Xo, Yo) — fyx(Xo, Yo), C = J,:Co, Jo) 


et soit AC — B°? # 0. Alors: 

1) si AC — B? > 0, (xo, Yo) est un point de maximum strict de f pour 
A < 0et de minimum strict pour À > 0; 

2) si AC — B? < 0, (x, Yo) n'est ni point de maximum ni point de 
minimum. 

Démonstration. La fonction j est différentiable dans un r-voisinage 
du point (Xo, Yo). Soit V un ensemble de tous les couples (A, k) € R° satis- 
faisant à la double inégalité 0 < g < roù p = Vh* + k?. D’après la for- 
mule (9) du $ 2 (qu’on peut appliquer parce que f satisfait aux hypothèses 
du théorème 1 du $ 2 pour #7 = 0) il existe pour chaque couple (h, k) € V 
un 0€ ]0, 1[ tel que 


(1) Af = f(xo + À, Jo + K) — f(xo, Yo) = 
= fx(Xxo + 0h, Yo + 0K)h + f;(xo + 0h, yo + 0K)K. 
Si pour un (#, &) il existe plusieurs 8, on choisit l’un d’eux ; ainsi donc, 
ô est une fonction de (h, k) sur VF. Comme /; est différentiable au point 
(Xo, Jo) et s’y annule (puisque (xo, Jo) est un point stationnaire), on a 
f(x y) = A(X — Xo) + B(y — Jo) + | 
+ @(x — Xo, Y — Yo) V(X — xo)* + (y — yo) 


où æ, — 0 quand (x — xo, Y — yo) — (0, 0). En tenant compte de ce que 
(8h, 0k) — O0 lorsque (4, &Æ) — (0, 0), on obtient en particulier que 


(2) f:(X0 + 0h, Yo + Ok) = 0(Ah + BKk + 10) 
où œ1 = @1(0h, 06Kk) — 0 lorsque (h, £) —+ 0. De façon analogue, 
(3) > (Xo + 0}, Jo + OK) = O0(Bh + CKk + @20) 


où æ@2 = @2(0h, 0k) — 0 lorsque (h, k) — (0, 0). En substituant (2) et (3) 
dans (1), on obtient 


(4) Af = 8[(A4h° + 2Bhk + Ck°) + (1h + œ2k)ol. 


Pour tout couple (h, £) il existe un w € [—+, x] tel que 


h = @ cos y, K = opsin +. 
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En posant 

F(@6) = A cos? # + 2B cos & sin © + C sin? w, 
on donne à la formule (4) la forme suivante 
(S) Af = 60°[F(e) + a] 


OÙ @œ = œ1 COS w + a2sin y, de sorte que lœl < lœil + læ2l. C'est 
pourquoi, 


(6) (ve > 0) (36 € ]0, r]) (eo < Ô = lœl < E). 


Montrons que si F(@$) > 0 (resp. <0) pour tout #, (Xxo, Jo) est un point 
de minimum strict (resp. de maximum strict), et si F(&) prend des valeurs 
négatives et positives, (Xo, Jo) n’est ni point de minimum ni point de maxi- 
mum. En effet, étant une fonction continue sur [- x, x], F présente sur 
cet intervalle la valeur minimale c et la valeur maximale d. Si F(@) > 0 
pour tout w, on a, en particulier, c > 0. Par suite, en vertu de (6), 


(36€ ]0, rh(e <ô= lal <c= a > —c). 


Comme F(@) > c, on obtient F(&) + æ > 0 et il résulte de la formule 
(5) que Af > 0 pour tout (h, K) € V tel que pe < 6, de sorte que (xo, Yo) 
est un point de maximum strict. De façon analogue, si F(&) < 0 pour tout 
®, On a, en particulier, d < 0. C’est pourquoi, 


(36 € ]0, r]) (e < Ô = lœl < —-d = œ < -d). 


Puisque F(&) < d, on obtient F(&) + æœ < 0 et il résulte de la formule 
(5) que Af < 0 pour tout (h, k) € V tel que e < 6, de sorte que (xo, Yo) 
est un point de maximum strict. Enfin, si F prend des valeurs de signes 
différents, ie. s’il existe des q1, #2 € [—7, x] tels que F(g1) < 0 < 
< F2), on peut écrire | 


(46 € ]0, r]) (e < ê = lœl < min {|F(p1)l, F(w2)}). 


Dans ce cas, F1) + æ@ < 0 < F2) + a et il résulte de la formule (5) 
que J(xo + @ cos #1, Jo + @ sin w1) < f(xo, Yo) < f(xo + @ cos e2, 
Yo + e Sin #2) pour tout p € ]0, ô[, de sorte que (xo, Yo) n’est ni point de 
minimum ni point de maximum puisque @ est aussi petit que l’on veut. 
Ainsi donc, le problème se réduit à l’étude du signe de F{4). 

Soit À # 0. Alors 


(7) F(@œ) = ; [CA cos © + B sin ©}? + (AC - B°) sin? ]. 


Les termes de la somme entre les crochets ne peuvent pas s’annuler simulta- 
nément : si (AC — B?) sin? $ = 0,ona sin # = 0 (car AC — B? # Opar 
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hypothèse), de sorte que cos 5 = +1 et, par suite, (À cos & + B sin 6)* = 
= A? % 0. Pour cette raison, AF(#) > 0 pour tout # si AC — B? > 0, 
ie. F(w) et À sont de même signe, et donc, en vertu de ce qui était dit 
plus haut, (x, Yo) est un point de maximum strict quand À < 0 et de mini- 
mum strict quand À > 0. Si AC = B? < 0, les valeurs de F(#) sont de 
signes opposés pour les valeurs données de # puisque 


(A cos # + B sin #9}? + (AC -— B?) sin? 6 = 


(AC = B°)sin?@ < O0 pour # = Arctg (-5) 


A? >0 pour w = 0, 


de sorte que (xo, Jo) n’est ni point de minimum ni point de maximum. 
Soit maintenant À = 0. Comme AC — B? # 0, on obtient B # 0, de 
sorte que AC — B? = -B* < 0. Dans ce cas, 


F(œ) = 2B cos # sin & + C sin’ # = (2B cos & + C sin &) sin +. 


Mais l'expression entre parenthèses tend vers 2B quand # — Det, pour cette 
raison, a le signe de B pour les valeurs de # suffisamment petites en valeur 
absolue. D’autre part, sin $ change de signe en passant par 0. Par consé- 
quent, F a des valeurs positives et négatives, si bien que (xo, Yo) n’est, cette 
fois encore, un point d’extrémum. 

REMARQUE. Le théorème 2 laisse de côté le cas où AC — B? = 0 (si 
les hypothèses relatives à f, fx et f; sont satisfaites). Si À # 0, on obtient, 
en vertu de la formule (7), 


F(@e) = ; (A cos # + B sin w})’, 


de sorte que Fe) > O pour tout w, excepté # = Arctg (-2) où 


F(@) = 0. Comme on le voit de la formule (5), le signe de Af est défini 
pour ce & par le signe de a ; pour définir ce dernier, il faut des données 
supplémentaires. Si À = 0, de sorte que B = 0 (puisque AC — B° = 0), 
on voit que Fe) = C sin? # et la situation est analogue : le signe de A/f 
est défini pour $ = 0 par un signe de æ que nous ignorons. 

EXEMPLE 3. Etudions les extrémums de la fonction 


f(x, y) = x? _ y° % e!-* 


En résolvant les équations 
fi y) = 2x —e 7) =0, f(x y) = -2y = 0, 
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on trouve trois points stationnaires : (0, 0), (1, 0), (—1, 0). Vu que 
fix y) = 2 - 2e" + 4x°e 7%, f(x, y) = 0, 
f(x, }) — 2, 


AC - B°aen ces points les valeurs respectives —4(1 — e), —8, —8. Par 
conséquent, d’après le théorème 2, (1, 0) et (—1, 0) ne sont pas des points 
d’extrémum, et (0, 0) est un point de maximum strict (puisque f”:(0, 0) = 
= 2 — 2e < 0). Ainsi donc, la fonction étudiée, définie sur tout le R°, 
a un seul point d’extrémum, savoir le point de maximum strict (0, 0). Or 
e = f(0, 0) n’est pas la valeur maximale de la fonction : f(x, 0) = x°e! 7" 
prend des valeurs aussi grandes que l’on veut. (Il est à noter que si une 
fonction d’une seule variable, définie et dérivable sur un intervalle, possède 
sur cet intervalle un seul point d’extrémum, ce point est aussi le point de 
la valeur maximale ou minimale de la fonction selon qu’il est le point de 
maximum ou de minimum respectivement.) Le graphe de la fonction étu- 
diée est représenté à la fig. 24. 


EXEMPLE 4. Etudions les extrémums de la fonction 
SX, 7) = x + pt — (x + D = x + pt — x? — 2xy — y°. 
En résolvant les équations 
fix, y) = 4x° — 2x — 2y = 0, 
f(x y) = 4y° — 2x — 2y = 0, 
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Fig. 26 


on trouve trois points stationnaires : (0, 0), (1, 1), (—1, —1). Vu que 
SEX y) = 12x72, fox y) = —2, f(x y) = 12y° — 2, 


AC - B?aen ces points les valeurs respectives 0, 96, 96. Par suite, d’après 
le théorème 2 (puisque (+1, +1) > 0), (1, 1) et (—1, —-1) sont des 
points de minimum strict. Le caractère du point stationnaire (0, O0) n’est 
pas élucidé dans le théorème 2 vu que AC - B° = 0. Or f{x, —-x) = 
= 2x* S 0 pour tout x # 0,etf{x, x) = 2x° — 4x? < Osi0 < Ixl < 2. 
Par conséquent, (0, 0) n’est pas le point d’extrémum. Ainsi donc, la fonction 
étudiée, définie sur le R° entier, a justement deux points d’extrémum, tous 
les deux étant des points de minimum strict. (La fonction d’une seule varia- 
ble, définie et dérivable sur un intervalle, a au moins un point de maximum 
situé entre deux points de minimum quelconques.) 
EXEMPLE S. La fonction 


(8) SX ») = (x — »Ÿ + y”, 


où ñ7 > 2 est un entier, a un seul point stationnaire (0, 0). On a 
AC — B° = Oen ce point, de sorte que son caractère n'est pas élucidé par 
le théorème 2. Mais on voit de la formule (8) que si 7 est un nombre pair, 
f(x, y) > (0, 0) = 0 pour tout (x, y) # (0, 0), si bien que (0, 0) est un 
point de minimum strict ; si par contre, nr est un nombre impair, f(x, x) > 
> 0 pour x > Oet f(x, x) < 0 pour x < 0, de sorte que (0, 0) n’est pas 
un point d’extrémum. 
EXEMPLE 6. La fonction 


GX, ») = (x? — y)Cx? — y) 
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s’annule sur les paraboles y = x? et y = 2x°, elle est strictement positive 
au-dessous de la première parabole et au-dessus de la deuxième et stricte- 
ment négative entre elles (fig. 25). Ainsi donc, dans tout voisinage du point 
(0, 0) cette fonction a des valeurs positives et négatives, et donc (0, 0) n'est 
pas son point d’extrémuin. Cependant, la restriction de f à chaque droite 
passant par le point (0, 0) est strictement positive dans un voisinage pointé 
de ce point ; c’est pourquoi, (0, 0) est un point de minimum de f. Le graphe 
de la restriction de f à la droite y = Æx est représenté à la fig. 26 ; plus 
k est petit, plus la partie du graphe où f < 0 est proche du point (0, 0) 
et moins elle est grande. 


CHAPITRE 9 


APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 
LOCALEMENT INVERSIBLES 


$ 1. Applications linéaires inversibles 


1. Notion d’application linéaire inversible 

Soient X et Ÿ des espaces vectoriels sur un même corps commutatif 
K. Lapplication linéaire 4 : X — Y'est dite inversible s’il existe une applica- 
tion linéaire B : Y — X telle que BA = Jx et AB = Jy où Zx et 1y sont 
les opérateurs unitaires des espaces X et Ÿ respectivement. On dit alors 
que B est l'inverse de À et on le note 4° !. 

LEMME 1. Une application linéaire À : X — Ÿ est inversible si et seule- 
ment si elle est bijective, ie. si elle est une injection de X sur Y. 

Démonstration. Supposons que À soit inversible et que B soit une 
application linéaire de Y dans X, inverse à 4. Si Ax1 = Ax2, on a x1 = 
= BAx; = BAx2 = x, si bien que À est injective. En outre, tout y € Ÿ 
peut être présenté sous la forme A(By) et appartient donc à A(X), de sorte 
que A(X) = Y. Ainsi donc, À est bijective. Inversement : supposons que 
À soit bijective. Il existe alors pour tout y € Ÿ un x € X et un seul tel que 
y = Ax. Mettons x = By. On démontre que B est une application de Y 
dans X, inverse à À, 1e. BA = Jx, AB = Iy. 1] ne reste qu’à démontrer 
que B est linéaire. Soient }y1, y2 € Y. Posons x1 = By1, x2 = By, de sorte 
que Y1 = AÀAX1, y2 = Ax2. Comme À est linéaire, 


NB 7 + À2 }2 = AR X: + À2X2) 
pour tous À1, À2 € K. Mais alors 
BY: + A2ÿ2) = ÀiXi + À2X2 = À1By1 + À2Byn, 


ie. B est linéaire et par là même À est inversible en tant qu’application 
linéaire. 

LEMME 2. Une application linéaire À est injective si et seulement si 
Ax=0—=x=0. 

Démonstration. Supposons que À soit injective et Ax = 0. Comme 
A0 = 0, on obtient x = 0. Inversement : soit Ax = 0 = x = 0. Si 4x: = 
= AX2, 1€. A(x1 — x2) = 0, on a x1 — x2 = 0, i.e. x1 = x, donc À est 
injective. 

LEMME 3. Joute application linéaire injective À : À — Y envoie les 
systèmes de vecteurs linéairement indépendants en Systèmes de vecteurs 
linéairement indépendants. 
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Démonstration. Soient x1, ...,xx des vecteurs linéairement indépen- 


k k 
dants dans X et soit D À; Ax; = 0. Comme À est linéaire, D'À; Ax; = 


im] (ml 


k k 
— À (Eux) et, par conséquent, A (Eux) = (0. Puisque À est injective, 
ial i=) 


k 
le lemme 2 dit que >,À;x; = 0, et vu que les vecteurs x1, ..., xx sont 


im] 
linéairement indépendants, À1 = ... = À4 = 0. De ce fait, les vecteurs 
AX1, ..., AXk Sont aussi linéairement indépendants. 

2. Opérateurs linéaires inversibles dans R”7 

LEMME 4. Si une application linéaire A: R" — R'" est injective, 
m > n. 

Démonstration. Les vecteurs e/ = (ô/, ..., &), j = 1, ..., n, où 6! 
est le symbole de Kronecker, forment une base standard de R' et sont linéai- 
rement indépendants. Si À est injective, les vecteurs 4e’ sont aussi linéaire- 
ment indépendants en vertu du lemme 3. Ainsi donc, il existe m vecteurs 
linéairement indépendants dans R”, d’où il résulte, comme on le sait du 
cours d’algèbre, que m > n. 

COROLLAIRE. Si une application linéaire À : R”" — R° est inversible, 
m = n. 

En effet, vu que À et À ” ! sont injectives dans ce cas, on obtient d’après 
le lemme 4 que m>netn > m. 

LEMME S. Tout opérateur linéaire injectif À dans R” est inversible. 

Démonstration. Comme on l’a vu dans la démonstration du lemme 4, 
les vecteurs Ae!, ..., 4e” sont linéairement indépendants. Par conséquent, 
ils forment une base dans R”, de sorte que pour tout vecteur x € R” il 
existe des nombres À1, ..., À, tels que 


x = d'h;Aei = A(Èe) 
j=l j=i 


Ainsi À est bijective et donc inversible d’après le lemme 1. 
THÉORÈME 1. Si À et B sont des opérateurs linéaires dans R" et si de 


plus À est inversible et |B — Al < Te B est également inversible. 
Démonstration. Soit x € R”. Comme x = 4° 'Bx + A7!(A — B)x, 
on a 
xl << 1147 Bxl + A7 'IA — Bllxl, 
d’où 
(1) G — HA 'ULA — Bl)lxl < LA 'NIBxl. 
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Mais vu que IL4-*H1LA — Bi = 1A47'IIB — Al < 1, on a 
1 — lLA4-'NLA4 — BA > oO. 


C'est pourquoi, il résulte de l'inégalité (1) que si Bx = 0, ie. IBxl = O, 
on a Ixl = O0, i.e. x = 0. Il s'ensuit que l'opérateur B est injectif d’après 
le lemme 2 et inversible suivant le lemme 5. 

REMARQUE. Le théorème 1 montre que les opérateurs linéaires inversi- 
bles forment un ensemble ouvert dans l'espace normé /(R°”) de tous les 
opérateurs linéaires dans R'. 

THÉORÈME 2. A7! est une fonction continue de À sur un sous-espace 
de l’espace normé /'(R”) formé par les opérateurs linéaires inversibles, ie. 
B est inversible et B7'" — A7! si À est inversible et B — À. 

Démonstration. Supposons que À soit inversible. Si |B — AÏ < 


< T5 où g € ]0, 1[, l'opérateur B est inversible en vertu du théorème 1. 
Comme 

B°'- A7'=A°7'(A - B)B°!, 
on a 


IB7'1 < LAN + LA 'NNA — BIIBT A < NAT + qlB'l, 


LA ‘1 


d'où IB='!1 < et alors 


LA 112 


IB7! —- A-'N < 14-'UlA — BIIB ‘1 < LA — Bl. 


Par conséquent, quel que soit € > O, 


: l - q q = L 
1B — AN < min { "eg, 1) = IB°!- 4=!l <e, 
Ge ) : 


ie. B°' —+ A7! dans /(R') lorsque B — À. 
Rappelons en conclusion qu’un opérateur À dans R" est inversible si 
et seulement si det À # 0. 


$ 2. Théorèmes des accroissements finis 


1. Formule de Lagrange pour les applications de R” dans R 
Rappelons qu’on appelle segment joignant les points a et b dans l’espace 
R" un ensemble 


[a, bl= {1 -1t)a+1bl0<1<]1), 
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i.e. l’image du segment [0, 1] C R par une application &: R — R'” définie 
suivant la formule 


(1) o(t) = a + 1(b — a). 


Les points a = #(0) et b = w(1) sont appelés extrémités du segment 
[a, b], et les autres points, points intérieurs de ce segment. L'application 
g est différentiable (en tant que somme d’une application constante f — a 
et d’une application linéaire { — {(b — a)) et 


(2) g’(E)(X) = À(b — a) pour tout f € KR. 


Le théorème de Lagrange pour les fonctions de R dans R se généralise aisé- 
ment aux fonctions de R” dans R : 

THÉORÈME 1. Si une fonction f de R" dans R est continue aux extrémi- 
tés du segment {a, b] et différentiable en tous les points intérieurs, on a 


(3) S(b) — f(a) = f'(cXb — a) 
pour un point intérieur c du segment *) [a, b]. 

Démonstration. Posons g = f ° w,1.e. g(t) = f(a + 1(b — a)); gest 
déjà une fonction de R dans R. Elle est définie sur le segment [0, 1] et 
satisfait sur ce segment aux hypothèses du théorème de Lagrange en vertu 
des théorèmes 2.2.2 et 7.2.4, j.e. elle est continue aux extrémités du segment 
[0, 1] et dérivable en tous les points intérieurs de celui-ci. En vertu des for- 
mules (1) et (2), on a 
(4) _g'()Q) = J'(eG))e (NO) = J'(a + 1(b — a))A(E — a)) = 

= Àf'(a + 1(b — a)Xb -— a) 


pour tout f € [0, 1]. En appliquant le théorème de Lagrange, on obtient 


S(b) — f{a) = 8) — g(0) = g”(8)() = 
= f'(a + 0(b — a))(b — a) = —-f'(cXb — a) 


où 8 est un nombre compris entre 0 et 1, et c = a + 8(b — a)est un point 
associé du segment {a, b]. 

2. Estimation de l’accroissement d’une application différentiable de R” 
dans R7 

Pour les applications de R” dans R” où m > 1, la formule (3) n’est 
pas en vigueur déjà pour m = 2, même si 7 = 1. En effet, supposons que 
l'application f : R — R° de composantes / et f2 soit différentiable sur le 


ñn 
*) Ici f’(cXb — a) = DAC! — ax) où x sont les composantes de la fonction f 
kml 


et a ct be, les coordonnées des points a et b. 
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segment {[a, b] C KR. La formule (3) signifierait dans ce cas qu’il existe un 
point c € Ja, bI tel que 


di 
(5) AG) — fa = LE (Xb - a) (= 1,2) 

Pour chaque composante prise séparément il existe un tel c. Mais il peut 
arriver que ce point n’est pas le même pour les deux composantes. Si, par 
exemple, 


f(0) = (cos t, sin t) et [a, b] = [0, x/2], 


les formules (5) donneraient 


cos T — cos 0 = -sincl? —- 0 , 1e. rit 
2 2 T 
sin À — sin 0 = cos cl 7 — 0 , ie. cos c = 2, 
2 2 T 
ie | 8 8 
d'où il résulterait que 1 = — < 9 ! 
NH 


Pour des buts pratiques, il suffit cependant (déjà dans le cas unidimen- 
sionnel) que soit vérifiée l’inégalité suivante 


(6) lf(b) — f{a)l < sup If’(c)llb — al. 
cela. b] 


Par exemple, il en découle immédiatement que jf est constante si f”(x) = (. 
Montrons que l'inégalité (6) a réellement lieu (sous les mêmes hypothèses 
concernant le comportement de la fonction f sur le segment [a, b] que dans 
le théorème 1). 

LEMME. Si une application g : R" — Rest différentiable au point xo 
et vo est un vecteur donné de R””, la fonction h(x) = (g{(x), vo > est différen- 
fiable au point xo et 


h'(Xo)u = (g'’(Xo)u, vo) pour tout u € R”. 


Démonstration. Posons {(v) = «{v, vo). Il s'ensuit que / est une fonc- 
tion linéaire sur R’” et À = / ° g. Comme g est différentiable au point x 
et / l’est partout (/’(v) = / pour tout v € R°”), h est différentiable au point 
Xo d’après le théorème 7.2.4, de sorte que 


h'(xo) = l’(g())g" (x) = l ° g'(xo), 
ie. A'(xo)u = (l ° g'(xo))u = (g’(xo)u, vo) pour tout u € R”. 


THÉORÈME 2. Si une application f : R" — R' est continue aux extré- 
mités du segment {a, b] et différentiable en tous les points intérieurs de ce 
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segment, 
(7) UfCb) — f{a)l < 1f'(cHXb — a)l 


pour un point intérieur c € [a, b]. 

Démonstration. Tout comme dans la démonstration du théorème 1, 
supposons que g = f ° 6 où & est une application de R dans R'” définie 
par la formule (1), de sorte que g(0) = f{a), g(1) = f{(b). Mais dans ce cas 
g est une application de R dans R”. Pour obtenir une fonction de R dans 
R, il suffit de former le produit scalaire de g(f) par un vecteur fixé de R”!. 
Il est commode de poser 


h(r) = C8), (D) — fa)», 
d'où A(1) — A(0) = (S{b) — fa), S(b) — f{a)> = Ib) — f(a)l°. Tout 


comme g, la fonction À est continue aux points 0 et 1. Vu que g est différen- 
tiable aux points £ € ]0, 1[ en vertu du théorème 7.2.4, il en est de même 
pour h d’après le lemme. Ceci étant, on a en vertu de la formule (4) : 
h'()N) = <g' (EX), JE) — f(a)> = 
= À(f'(a + 1(b — a)Xb — a), f(b) — f(a)). 
En appliquant le théorème de Lagrange, on obtient 
Ib) — f{a)l? = h(1) — h(0) = h’(8X1) = 
= (f'{a + 8(b — a)Xb — a), f(b) — f{a)) = 
= (f'(cXb — a), f(b) — f(a)) 
où c = a + 0(b — a)est un point intérieur du segment [a, b]. Par consé- 
quent, d’après l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 
lb) — f(a)l* < If'(cXb — a) f(b) — f(a)l, 
d’où, pour f(a) # f{(b), il résulte l’inégalité (7). Lorsque f(a) = f(b), cette 
inégalité est triviale. 
COROLLAIRE. Si les hypothèses du théorème 2 sont vérifiées, on a 
l'inégalité 
lb) — f(a)l < If'(c)llb — all 


où cest un point intérieur de [a, b], et à plus forte raison, l'inégalité (6). 


$S 3. Applications différentiables localement inversibles de R” dans R” 


1. Critère de différentiabilité de l’application inverse 

THÉORÈME 1. Soit f une application injective de R" dans R" différentia- 
ble au point a (et, par suite, définie dans un voisinage de a). Pour que l'appli- 
cation inverse g soit différentiable au point b = f{a), il est nécessaire et 
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suffisant que soient vérifiées les conditions suivantes : 1) l'opérateur f’(a) 
est inversible, 2) g est continue au point b, 3) b € ]D,[. Si ces conditions 
sont satisfaites, 


(1) g'(b) = [f'(a] 7" (= LJ'(e(b))] 7"). 


Démonstration. MNecessité. La condition (3) est nécessaire d’après la 
définition de différentiabilité, et la condition 2) l’est puisque la différentia- 
bilité entraîne la continuité. Il reste à démontrer la nécessité de la condition 
1). Notons avant tout que 12, et Jp, sont les restrictions de Z,, à D, et D, 
respectivement, de sorte que conformément aux exemples 7.2.2 et 7.2.4, 
Ip, et Ip, sont différentiables respectivement aux points a et b, donc, 
1b,(a) = 15,(b) = 1Qn. Par conséquent, si g est différentiable au point b, 
on a g’(b) f’(a) = 121, f'(a)g'(b) = IR: d’après le théorème 7.2.4, de 
sorte que l’opérateur f’(a) est inversible et [f’(a)]”! = g’(b). 

Suffisance. Il existe pour tout y € D, un x € D, et un seul tel que 
y = f(x) ; ceci étant x = g(y). Par hypothèse, f est différentiable au point 
a, ie. 


(2) }y — b = f{x) - f{a) = A(x -— a) + a(x)llx — al 
où À = f’(a) et a«(x) — 0 lorsque x — a. D’après la condition (1), À est 


inversible. En appliquant l'opérateur inverse 4"! à deux membres de la 
formule (2), on obtient, compte tenu de la linéarité de 4”!, 


(3) x—a= A "(y — b) - A l(œ(x))llx = al, 
1.e. 
(4) g®) — g(b) = A7‘ - b) + BG)ly — bl 
où 
= lg) — g(b)l 
= AT 
8) = (a(g0))) D = pl lorsque y # b 


0 lorsque y = b. 


Montrons que 8(y) — 0 lorsque y — b. D’après la condition 2), g(y) — 
— g(b) lorsque y —+ b ; commeaæ(x) — 0 lorsque x —+ a, ona æ(g(y)) — 0 
lorsque y — b ; il résulte de la linéarité de l'opérateur À ” ! qu’il est continu 
et A7 (0) = 0, si bien que —A * (æ(g(y))) + — A47!1(0) = 0 lorsque y — 
—+ b d’après le théorème de passage à la limite sous le signe d’une fonction 
continue. Il reste à montrer qu’il existe un voisinage de b dans lequel 
lg) — g(b)l 
ly — bl 


x — al < A7" — bh + A7 '(œ(x) x — al, 


est bornée. Il découle de la formule (3) que 


10-619 
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1.e. 
(S) A — 147! (a(e()) Dig) — g(b < 147‘ ly — bl. 


Or A = ‘(a(g(>))) — 0 quand y — b, et b € ]D,[, de sorte que D, contient 
un voisinage V du point b tel que 


LA = '(a(gO))l < ; pour tout y € P 


Il résulte alors de l'inégalité (5) que 


lgO) — ge) LA 11 opt 
lp — bl 1 — 147 (o(g(y)))l 


pour tout y € V \ {b}. Enfin, puisque b € ]D,[, A7" est un opérateur li- 
néaire et 8(y) — 0 lorsque y — b ; la formule (4) montre que g est différen- 
tiable au point b et la formule (1) est vraie. 

2. Conditions suffisantes pour qu’une application soit localement injec- 
tive et qu’elle soit un homéomorphisme 

Les conditions nécessaires et suffisantes du théorème 1 sont imposées 
non seulement à f mais aussi à g. Il serait souhaitable d’avoir au moins 
des conditions suffisantes qui soient imposées à f seule. Ce théorème sera 
obtenu au n° 4. Pour abréger sa démonstration, nous en prendrons deux 
fragments qui présentent un intérêt à soi et qui assurent la vérification des 
conditions du théorème 1 ; le présent numéro et les numéros qui suivent 
y seront consacrés. 

THÉORÈME 2. Soit f une application différentiable de R” dans R”. Si 
l'opérateur À = f'(a) est inversible et la dérivée f’ de l'application f est 
continue au point a, ie. | f(x) — f'(a)l — 0 lorsque x —+ a, il existe un 
voisinage ouvert U de a contenu dans D; tel que l'opérateur f'(x) est inversi- 
ble pour tout x € U, la restriction f\u de f à U est injective et l'application 
g inverse à f\u est continue. 

Démonstration. Choisissons un g € ]0, I[ arbitraire. Comme À est in- 
versible et f” est continue au point a, il existe une boule ouverte U de centre 
a contenue dans D; telle que 


(6) Uf'(x) — AÙ < TT pour tout x € U. 


Puisque qg < 1, l'opérateur f’(x) est inversible pour tout x € U d’après le 
théorème 1 du $ 1. Montrons que U possède les deux autres propriétés affir- 
mées par le théorème. 

Posons w = f — À. Comme À est linéaire, & est différentiable et 
œ'(x) = f'(x) — A’(x) = f'(x) — À. Ainsi donc, 
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(6) lo’(x)l < pour tout x € U. 


ge 

LA 1 

Soient xX1, x2 € U et x1  X2. On a vu au n° 3.1.1 que U est convexe, de 

sorte que [x1, x2] € U. En vertu du corollaire au théorème 2 du $ 2,ona 
lex) — ex) < lo’(c)llxz — x1l 


où c est un point intérieur du segment [x:, x2], appartenant par là même 
à U. C'est pourquoi, en vertu de (6°), 


(7) fe) — f(x) — Ale - x1)l = px) — p(x1)l < 


q 
< ——— x — xl. 
ILA © ‘| 


D'autre part, vu que 
Ex — xl = 147! AG — x1)l = AT A(x2 — xl, 
on a 


(8) A(x2 — x)l > Ux2 — xl. 


ne 
UA =! 
Puisque 

UfCe2) — fc) > 1ACR — x) — BfCx2) — fx) — AG — xl, 
il résulte des inégalités (7) et (8) que 


(9) Ge) — fo) > 22 1x - xl 

LA "| 
pour tous x1, x2 € U (l'égalité n’est obtenue que si x1 = x2). L'inégalité (9) 
montre avant tout (puisque 1 — g > 0) que f(x1) # f(x2) si x1, x2 € U 
et x1 # X2, ie. la restriction f\u de l'application f à U est injective et, par 
suite, possède une application inverse g. Soient }1, y2 € D, (= f(U)). Po- 
sons X1 = g(ÿ1), x2 = 80), de sorte que y: = f{x1), y2 = f(x2). L'inégali- 
té (9) se met alors sous la forme suivante : 


ILA 1 
l-q 
pour tous 1, }2 € D,. Il résulte de l'inégalité (10) que g(y2) — g(y1) lors- 
que 2 + }1, Le g est continue en chaque point y1 € Ds. 
3. Image ouverte 
L'application continue f possédant un inverse continu est appelée ho- 
méomorphisme de D; sur f(Dr). Ainsi donc, si les hypothèses du théorème 2 


sont vérifiées, flu (étant continue avec f et possédant un inverse continu) 
est un homéomorphisme de U sur f(U). Comme U est un ensemble ouvert 


(10) IgOy2) — 801) < 2 — pl 


10° 
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dans R'et fS(U) C R”, on obtient d’après le théorème de Brouwer (topolo- 
gie) que /(U) est un ensemble ouvert dans R”. Mais la démonstration du 
théorème de Brouwer dépasse le cadre du cours d'Analyse mathématique. 
Pour démontrer que /(U) est ouvert, on utilisera dans ce numéro les pro- 
priétés différentielles de l’application /. 

THÉORÈME 3. Soient f une application différentiable de R" dans R" et 
U un ensemble ouvert contenu dans Dj. Si la restriction flu de f à U est 
injective et l'opérateur f' (x) est inversible pour tout x E U, V = f(U) est 
un ouvert. 

Démonstration. Soit y° € W. de sorte que y° = f{(x°) où x° € U. Etant 
un voisinage du point x°, U contient une boule fermée *) B(x° ; r). En 
effet, U contient un e-voisinage U(x° ; e) du point x° et B(x°;:r) cc 
C U(x"° : &) pour tout r € ]0, ef. Vu que x° 4 S(x° ; r) et flu est injective, 
y° é A(S(x° ; r)). Soit ç la distance de y° à S(S(x° ; r)) (voir n° 3.2.5). Puis- 
que S(x° ; r) est un compact (voir exemple 3.2.3) et f est continue parce 
que différentiable, f(S(x° ; r)) est un compact et donc @ > 0 selon la 


propriété 3.2.5, 2°. Montrons que U(* : 2) C A(U(X° ; r)). Soit le 


€ U(s° 2) ie. lp! — y < S- Comme B(x° : r) est un compact (voir 


exemple 3.2.1) et lly! — /(x)ll est une fonction continue, celle-ci présente 
en un point x! € B(x° ; r) sa valeur minimale On a x! é S(x° ; r) car, si 
x E S(x° ; r), on aurait 

by! — JUI > y - I - I -yA>o-$ =, 
tandis que lp! — f(x!) < Up! — f(x) = Up! — y < S Ainsi donc, 


x! e U(x° ; r), de sorte que Ily! — f(x°)l prend sa valeur minimale sur 
la boule B(x° ; r) en un point intérieur x! de celle-ci. La même boule 
contient aussi le point de minimum de 


(11) lp! — F2 = > D = fGP 


où y! sont les coordonnées du point y! et fi, les composantes de l’applica- 
tion f. Vu que (11) est une fonction différentiable, ses dérivées partielles 
d'ordre 1 s’annulent au point x! d’après le théorème 8.3.1. Or 


2 1y - fo P = 2) CD! — AC] 


0x; a 


*) Rappelons que B(x°;:r) = {xl d(x°,x) < rl, U(x°:r) = {xl d(x°, x) < r];: 
S(x° ;r) = {xl d(x°, x) = r}, de sorte que B(x° ; r) = U(x° ;: r)U S(x° : r). 
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Ainsi donc, 


=. (CD - fix) =0 (j=1,...,n). 
X) 


C’est un système de n équations linéaires homogènes en y! — f(x!) 
(i = 1,..., n) dont le déterminant est le jacobien det f’ (x!) de l’applica- 
tion f au point x! (voir n° 7.2.3). Comme x! € U, l'opérateur f’(x!) est 
inversible, i.e det f’(x!) # 0. Par conséquent, 


y — fi(x!) = 0 (= 1,...,n), 


ie. y! = f(x')Ee A(U(x°; r)}. Cela démontre que us: ) C 


C A(U(x° ; r)) C S(U) = V. Donc, tout point y de V'est contenu dans V 
avec l’un quelconque de ses voisinages, i.e. V est un ouvert. 

4. Théorème définitif 

THÉORÈME 4. Soit f une application différentiable de R" dans R”. Si 
sa dérivée f' est continue au point a et l'opérateur À = f’(a) est inversible, 
il existe des voisinages ouverts U C D, et V des points respectifs a et 
b = f(a) tels que l'opérateur f'(x) est inversible pour tout x € U, la restric- 
tion de f à U est un homéomorphisme de U sur V et l'application g inverse 
à flu est différentiable. Ceci étant, 


(12) g’O©) = L'(&O@)) 7 pour tout y € V 


et g’ est continue au point y = b. 

Démonstration. Les hypothèses du théorème 2 étant vérifiées, il existe 
un voisinage ouvert U du point a contenu dans D; tel que l'opérateur f”(x) 
est inversible pour tout x € U et la restriction flu est injective. Ainsi donc, 
les hypothèses du théorème 3 sont vérifiées et V = /(U) est un ouvert. En 
outre, d’après le théorème 2, l’application g inverse à flu est continue en 
tout point y € V, donc flu est un homéomorphisme de U sur V. Vu que 
U est un ouvert, on obtient conformément à l’exemple 7.2.4 que flu et 
f sont différentiables en tout point x € Uet (flu)’(x) = f’(x). Ainsi donc, 
l'application flu (au lieu de f), tout point x € U (au lieu de a) et y = f(x) 
(au lieu de b) vérifient toutes les conditions du théorème 1 : l’application 
flu est injective et est différentiable au point x, l’opérateur (Au)’ (x) est 
inversible, g est continue au point y = (flu)(x) et y € ]D,[ (= V). Par 
conséquent, g est différentiable en > et g’(y) = [(lu)’'(e())]" |! = 
= [f'(g())17 !. Enfin, g est continue au point y = b, f’(x) l'est au point 
x = a = g(b) et, d’après le théorème 2 du $ 1, À”! dépend continûment 
de À. Il résulte alors de la dernière formule que g’ est continue au point 
y = b. 
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REMARQUE. Si une application f : R° — R' est continüment différen- 
tiable (ï.e. f est différentiable et f”, continue) et l’opérateur f” (x) est inversi- 
ble pour tout x € D;, il découle du théorème 2 que f est « localement 
injective », Le. tout point x € D; possède un voisinage ouvert U € D; tel 
que j lu est injective. Cependant, j n’est pas obligatoirement injective. Ainsi, 
une application f : R? — R? définie par 


Dr = {(rn e)ER°lr> 0] et f(r,e) = (r cos w, r sin @) 


(voir exemple 7.2.5) est continâment différentiable (voir plus loin théo- 
rème S) et l’opérateur f” (7, &) est inversible pour tout (7, ) € D; puisque 
det f”’(7, 6) = r) n’est pas nul. Cependant, /(7, &) = f{(r, & + 2x), de sorte 
que f n’est pas injective. 

5. Critère de différentiabilité continue 

Dans les théorèmes 2 et 4 un rôle important appartient à la condition 
de la continuité de la dérivée de l'application j au point donné a, plus préci- 
sément à la condition f’(x) — f’(a)l — 0 lorsque x — a. On peut for- 
muler cette condition en d’autres termes sans recourir à la notion de norme 
de l'application linéaire. 

LEMME. Soit À une application linéaire de R" dans R'" et soit (A;;) sa 
matrice dans les bases standard. Alors 


lAaÿl & HAÏ < J5 > AS. 


Démonstration. Comme Ae’ est la j-ième colonne de la matrice (4j) 
(voir n° 7.1.2), L4e/l? = >}A45 et, par suite, 14ÿ;l < ILA4e’l < LA le/l = 
im] 
= 41. Vu que 


LAxI < SIL4e/l21xt pour tout x € R' 
alé 
(formule 7.1(1)), on a LAW < | SL4e2 = IS S45. 
J=1 J=1 im] 


THÉORÈME 5. Soit f une application de R” dans R'” différentiable au 
point a et soient f1, ..., fm Ses composantes ; f’ est continue au point a 


si et seulement s'il en est de même pour toutes les dérivées partielles se 
J 
G=1,...,m;J=1,...,n). 
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Démonstration. En vertu du théorème 7.2.6, la matrice de l’applica- 
tion linéaire f(x) — f’(a) est 


(2£ 0 - SE (a) 


Il en découle d’après le lemme que pour tout entier ; € [1, m] et tout entier 
j € (1, n] on a les inégalités suivantes 


co | < 170 - Ja < [ES 


j=limi 


2 (x - 


2x = FPS Z Ga] 


La ee no montre que si Df’(x) — f’(a)l —+ 0 — X +, 
- © 


PAL lorsque x — a pour tous ; et 7, et la deuxième 


montre que la En est aussi vraie. 


CHAPITRE 10 


FONCTIONS IMPLICITES ET EXTRÉMUMS RELATIFS 


$ 1. Fonctions implicites 


Le terme plus précis serait « fonctions implicitement définies ». Il s’agit 
des fonctions de R” dans R” satisfaisant à une équation non résolue. Sous 
quelles conditions (et où) ces fonctions existent-elles ? Sont-elles différen- 
tiables, si oui, comment calculer leur dérivée ? 

1. Localisation du problème 

Prenons, pour commencer, le cas unidimensionnel. Soit une équation 


(1) SX, }) = 0 


où x et y sont des variables réelles et f est une fonction réelle. Est-ce qu’il 
existe (et où) une fonction g(x) dont la substitution à y transforme cette 
équation en une identité (1.e. /{x, g(x)) = 0 pour tout x € D,) ? Quelles sont 
ses propriétés ? Une telle fonction peut ne pas exister du tout. Ainsi, il 
n'existe pas de nombres réels x et y qui vérifient l’équation 


x +y}+1=0. 
La fonction g(x) peut ne pas être unique. Ainsi, l’équation 
(2) x +y-1=0 


possède deux solutions évidentes : y = V1 — x? et y = —V1 — x? (et un 
ensemble infini d’autres solutions !). Cependant, dans cet exemple, on peut 
obtenir une solution unique en localisant son étude dans le voisinage requis 
d’un point (a, b) qui satisfait à l’équation (2) et qui n’appartient pas à l’axe 
des abscisses : un voisinage suffisamment petit d’un tel point intercepte, sur 
la circonférence (2), le graphe d’une fonction de x (fig. 27). Mais cela ne 
réussit pas pour les points (+1, 0), quelque petit que soit leur voisinage 
(fig. 28). Il en est de même pour l’équation x? — y? = 0 où le point exclusif 
est l’origine des coordonnées (fig. 29). 

Ainsi donc, il surgit le problème « local » suivant. Etant donné un point 
(a, b) satisfaisant à l’équation (1), trouver les conditions imposées à / sous 
lesquelles il existe un voisinage de (a, b) dont tous les points (x, y) qui véri- 
fient l’équation (1), forment le graphe d’une fonction de x. 

Le problème analogue surgit dans le cas multidimensionnel, à savoir 
quand x € R”" et yE R” dans l’équation (1), de sorte que cette équation 
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Fig. 28 


s’écrit en coordonnées sous la forme suivante : 
JC, cs Xns Vis -.. » Ym) = 0. 


Quand cette équation est-elle résoluble par rapport à y1, ... , Ym ? On sait 
du cours d’Algèbre élémentaire que pour définir m nombres inconnus, il 
faut m équations, i.e. il faut dans ce cas que j soit une fonction de R'‘” 
dans R”. Soient fi, ... , fm ses composantes. L’équation (1) est alors une 
notation abrégée d’un système de m équations 


(1') His css dns Vis csÿmn) = 0 (='L.:.4:.m0) 


par rapport à 1 inconnus 1, ... ; Ym. Le problème local est posé comme 
suit. Etant donné un point (a, b) = (@1,... , @n, bi, ... , Dm) satisfaisant 
à l'équation (1), 1.e. au système (1 ’), déterminer les conditions sous lesquel- 


Fig. 29 
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les il existe un voisinage F de ce point tel que VNK, où 
K = {(x y)ERT* 71 JG, y) = 0}, 
soit le graphe d’une application g de R” dans R°”, i.e. 
(x, DE VNK exe D, et y = g(x). 
2. Conditions suffisantes de la solubilité locale 
Les points de l’espace R"*” seront présentés sous la forme 
(x, y) = (ti, ..., Xn, Jr, ... , Ym) 


où x = (x1, ... , Xn)E R' et y = (ÿ1, ... , Ym) € RT. 

THÉORÈME 1. Soit f une application différentiable de R"*" dans R” 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

1) /(a, b) = 0, 

2) f’ est continue au point (a, b), 

3) le déterminant 


0/1 Ô fi 

an © y) . 39m }) 
D CN R R 

0 fn 


est non nul au point (a, b). 

Il existe alors des voisinages ouverts U et V des points respectifs a € R” 
et (a, b)e R"*”, et une application g : R” — R”, avec D, = U, tels que 
V C Det 


(Gr, ») € VIT f(x, y) = 0} = [(x, »)ER"*"1 xEU et y = g(x)}, 
Le. VNK est le graphe de g. Ceci étant, g est différentiable et g’ est continue 
au point a. 


Démonstration. Introduisons une application auxiliaire F de R'*” 
dans R"*” définie par les formules 


DF = Det F{(x, y) = (x, f(x, y)) pour tout (x, y) € Dr. 
En vertu de la condition 1) du théorème, 
F(a, b) = (a, 0). 
L'application F est la somme des applications (x, y) — (x, 0) et (x, y) — 
— (0, f(x, y)) dont la première est linéaire et, pour cette raison, partout dif- 


férentiable et la deuxième est la composée de l’application différentiable f 
et de l’application linéaire v — (0, v) de R” dans R”*”. Par conséquent, 


$ 1] FONCTIONS IMPLICITES 155 


Fest différentiable. Cherchons sa matrice jacobienne. Soient F1, ... , Fn+im 
les composantes de l’application F, de sorte que 


_ Xk (<k<Nn), 
Alors Le | fe-nX, D) (n+1<Sk<n+ m) 
ôk ASk< n), 
2Fk 
(3) 3x NE Êe (x, }) hiiéténsm 


(où 64 est le symbole de Kronecker) et 


LK< 
0Fk (0) ((<K<hn), 
< 


Oo HAN rep + 


Ôyi 


Par suite, la matrice jacobienne de l’application F au point (x, y) est de la 
forme 


K<n+m). 


Le déterminant de cette matrice, 1.e. le jacobien det F’(x, y) de l’application 
F au point (x, y), est égal à J(x, y). Ainsi donc, det F’(a, b) # 0 en vertu 
de la condition 3) du théorème, 1.e. l'opérateur F’(a, b) est inversible. En 
outre, f’ est continue au point (a, b) d’après la condition 2), si bien que 
toutes les dérivées partielles 2, et ;. sont continues en ce point d’après 
À) Yi 
le théorème 9.3.5. Il s’ensuit en vertu des formules (3) et (4) que toutes les 
dérivées partielles _ et a y sont également continues, de sorte que, 


d’après le même théorème, F’ est continue au point (a, b). 
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Ainsi donc, F vérifie les hypothèses du théorème 9.3.4 : elle est différen- 
tiable, sa dérivée F’ est continue au point (a, b) et l’opérateur F’(a, b) est 
inversible. Par conséquent, en vertu de ce théorème, il existe des voisinages 
ouverts V C Dret W des points respectifs (a, b) et F(a, b) = (a, 0) tels que 
l'opérateur F’(x, y) est inversible pour tout (x, y) € F la restriction de F 
à V'est un homéomorphisme de V sur W et l’application G inverse à la res- 
triction de F à V’est différentiable, G’ étant continue au point (a, 0). Soit 
lune application linéaire de R” dans R"*” définie par la formule 


(x) = (x, 0) pour tout xe R” 
et soit U = {7 !(W). Vu que est continue, U et W sont des ouverts en vertu 
du théorème 2.2.3. Ceci étant, a € U puisque /(a) = (a, 0)E W. Donc, U 
est un voisinage ouvert du point a. Soient 7 et o des projecteurs de R"*” 


sur R” et R'” respectivement, i.e. mx, y) = y et o(x, y) = x pour tout 
(x, y)Ee R"*7. Posons 


g=7roGol et h=0o.Gol. 
Comme 7x est partout défini, D, = Des = (xE R"1 /(x) = Doc) = U 


puisque D, = W. De façon analogue, D; = U. Ainsi donc, si xe U, ie. 
(x, 0OEW ona 


G(x, 0) = (G°1)(x) = o((G ° D)X)), (CG ° )(x)) = (A(X), (x). 
On obtient alors 
(x, 0) = F(G(X, 0)) = F(h (0), 80x)) = (h(X), JA(X), 8x), 
d’où premièrement A(x) = x, de sorte que 
(5) G(x, 0) = (x, g(x)) pour tout x e U 
(et donc (x, g(x)) € PV), et deuxièmement, f(x, g(x)) = 0, i.e. (x, g(x)) € K. 


Ainsi donc, (x, g(x)) € VN\K pour tout x Ee U. Inversement : si (x, y)€ 
€ VNK, on obtient en vertu de la formule (5) que 


(x, y) = G(F(x, y)) = G(x, f(x, y)) = G(x, 0) = (x, g(x)), 
de sorte que x € U et y = g(x). Notons que b = g(a) puisqu’en particulier 
(a, b)Ee VNK. 
La différentiabilité de g résulte de la formule g = x °: G ° l'en vertu du 


théorème 7.2.4 puisque / et x sont différentiables en tant qu’applications 
linéaires et G l’est d’après ce qu’il a été dit plus haut. Donc, 


8" (x) = (r° GG)” (00) (x) = r°'(G(/(x))) + G'(Cx)) ° l' (x), 
ie. 
(6) g'(x) = ro G'(H{x))°l = x° G'(x, 0) 2 / pour tout x e U. 
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Enfin, la continuité de g’ au point a résulte de la formule (6) en vertu 
du théorème 2.2.2 puisque / et x sont partout continus, et G’ est continue 
au point (a, 0) = /{(a) d’après ce qu’il a été dit plus haut. 

Le théorème 1 est ainsi démontré. Pour m = n = 1 il prend la forme 
suivante (compte tenu du théorème 9.3.5). 

THÉORÈME 1’. Soit f une fonction réelle différentiable de deux varia- 
bles réelles, qui vérifie les conditions suivantes : 

1) f(a, b) = 0, 

2) L et s. sont continues au point (a, b), 


9 Ÿ (a b) # 0. 


Alors D; contient un voisinage ouvert du point (a, b) interceptant, sur la 
courbe f(x, y) = 0, le graphe d'une fonction dérivable g(x) définie dans un 
voisinage ouvert du point a (fig. 30). Ceci étant, g’ est continue au point a. 

Ainsi la fonction f(x, y) = x? + y? — 1 est différentiable et possède des 
dérivées partielles continues. Par ailleurs, f(x, y) = 2y. C’est pourquoi, les 
conditions du théorème 1’ sont remplies pour tout point (a, b) satisfaisant 
à l'équation (2) et tel que b # O, i.e. a +1. Comme nous l’avons vu, la 
conclusion du théorème n’est plus en vigueur aux points (+1, O). 

3. Calcul de la dérivée 

Soient f une application de R"*” dans R”, (a, b), un point de D; véri- 
fiant les conditions du théorème 1 et g une application de R” dans R°” dont 
l'existence et les propriétés sont affirmées par ce théorème. En particulier, 
f(x, g(x)) = 0 sur U, ou en notation analytique : 


JfiOa, RE £gi(x1, ne , Xn), ss » Em(X1, ee , Xn)) & 0 
G=1,...,Mm) 
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où ji sont les composantes de l’application jet g1, ... , 8m, celles de l’appli- 
cation g. Vu que les fonctions Ji et g. sont différentiables avec f et g, le 
théorème 9.2.9 implique pour y = g(x) : 


cm % d. 


“E: 
3x; (x, y) + —— 


+ : 


= QE 
ni on. ts 


0 »)a — (x ne 7 


Pour tout entier / € [1, 7] c’est un système de #7 équations du premier de- 


gré à m inconnues ‘e: (x), Re - (x) (où xe U). Son déterminant 
J 


(pour y = g(x)) est J(x, g(x)) = det " ce g(x)). Il découle de (x, g(x)) € V 
que F'(x, g(x)) est inversible et donc J(x, g(x)) # 0. Par conséquent, le 
système (7) est univoquement soluble pour tout 7 € [1, 7]. Ayant résolu ces 
n systèmes, on obtient les dérivées de toutes les composantes de l’applica- 
tion £g : 


gi (x)(h) = ‘8: x Chi (G=1,...,Mm) 
j=I1 


et la matrice jacobienne de celle-ci 


081 081 
SR ee de 
Ba D) + 3 © 


Dans le cas particulier où m = 1, les équations (7) prennent la forme 
FL (x }) + a (x = LE . (2) = 0 
d’où 
8 = - 9f of . 
Æo=-Landan U=1..,m 


Il est évident que les dérivées partielles îe (x) sont données implicitement 
J 


si l’équation j(x, y) = 0 n'est pas résolue. 
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$ 2. Extrémums liés 


1. Notions de maximums et de minimums liés 

L'extrémum lié d’une fonction réelle de plusieurs variables réelles est son 
maximum ou minimum si l’on tient compte des seuls points de son ensem- 
ble de définition dont les coordonnées sont liées par une ou par plusieurs 
équations données (dites « contraintes égalité »). Ainsi, la fonction 
p(x, y) = xy n'a pas d’extrémums. Cependant, elle possède un minimum 
au point (0, 0) sous la condition supplémentaire y = x (i.e. sur la bissectrice 
du premier et du troisième quadrant) et un maximum au même point sous 
la condition } = -x. 

En général, étant donné une fonction & : R°*” — R et une application 
f:R"*”"—R7 de composantes ji, ... , fm, On dit que le point (a, b) = 
= (Gi, ... , An, Di, ... , Dm) € D, N D est un point de maximum lié (resp. 
de minimum lié) de la fonction % sous les contraintes f(x, y) = 0, ... 

. 3 fm{X, y) = 0 s’il satisfait à ces équations, 1.e. /(a, b) = 0, et s’il possède 
un voisinage ouvert Q C D," Drtel que #(a, b) > ex, y) (resp. (a, b) < 
< (x, y)) pour tout (x, y) € Q vérifiant l'équation /{(x, y) = 0. L'un et 
l’autre point sont appelés points d'extrémum lié. 

2. Extrémums liés et extrémums « absolus » 

Etablissons les conditions nécessaires pour que (a, b) soit un point 
d’extrémum lié d’une fonction différentiable # sous les hypothèses suivantes 
concernant j : 

1) f(a, b) = 0, 

2) f est différentiable et f’ est continue au point (a, b), 

3) le jacobien du système des fonctions fi, ... , fn est non nul au point 
(a, b) par rapport à un ensemble au moins de m variables choisies parmi 


les n + m variables x1, ... , Xn, Yi, ... , Ym ; SUPPOSONS pour préciser les 
idées qu’il le soit par rapport aux variables y1, ... , Ym : 

0fi of: 

ETA (a, b) . dYm (a, b) 
(1) J(Q:0) =: less É 0. 

0 fm 0 fm 

ETA (a, b) … an (a, b) 


Ainsi donc, j vérifie les conditions du théorème 1 du $ 1, de sorte qu'il 
existe des voisinages ouverts U et V € D; des points respectifs a € R” et 
(a, b)Ee R”"* "et une application g : R” — R”, avec D, = U, tels que l’inter- 
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section de F et de l’ensemble 
K = {(x »)ER"""1 J(x, y) = 0} 
soit le graphe de l'application £, 1.e. 
VNK = [(x, g(x))l xe UV). 


Ceci étant, g est différentiable et g’ est continue au point a. Notons que 
V(C D) peut être aussi petit que l’on veut, ce qui découle de la démonstra- 
tion des théorèmes 9.3.2 à 9.3.4 sur lesquels repose le théorème 1 du $ 1. 

Posons (x) = w(x, g(x)). Si (a, b) est un point de maximum lié (resp. 
de minimum lié) de , a est un point de maximum (resp. de minimum) de 
Y. En effet, soit par exemple (a, b) un point de maximum lié, de sorte qu’il 
possède un voisinage ouvert O C D,"ND/; tel que 


ÿ(a) = p(a, g(a)) = va, b) > (x, y) pour tout (x, y) € QNK. 


Or (x, g(x)) € VNK pour tout x € U et on peut considérer que est contenu 
dans Q. Par suite, 


J(a) > w(x, g(x)) = (x) pour tout x e U, 


de sorte que a = (ai, ... , a) est un point de maximum de la fonction 
V(x1, ... , Xn) = EUX, ... , Xn, Li(X1, ... , Xn), -.. , EmX1, -.. , Xn)). 
La situation avec les minimums lié et « absolu » est analogue. 

Mais pour chercher ainsi les points d’extrémum lié, il faut savoir les 
fonctions g1, ... , 8m, 1e. il faut résoudre le système d’équations f(x, y) = 0 
sans connaître le point (a, b) dans le voisinage duquel on doit le faire. Nous 
allons exposer la méthode de Lagrange qui détermine les conditions aux- 
quelles le point (a, b) d’extrémum lié doit satisfaire. Ces conditions n’exi- 
gent pas la détermination préliminaire de ce point et des fonctions gx. 

3. Méthode des muiltiplicateurs de Lagrange 

On sait que les fonctions g4 existent et sont différentiables. En outre, 
est différentiable par hypothèse. Par suite, Ÿ est également différentiable en 
vertu du théorème 7.2.9. Calculons sa différentielle. En vertu du théorème 
7.2.9, 


CRC CT UE DE D (x 8() SE D) UD... n) 


de sorte que 


G) _ dyGU) = > SL (ou = De 2 (x 8094 + 


j=1 j=1 ñ 
+2 a x, g(x)) DE = = C9 
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n 


pour un vecteur arbitraire u = (ui, ... , un) € R°. Mais >. ‘8: (x)u; = 
= dgk(x}(u). Par conséquent, jet Xj 


&)_ dy) = DE DE Ce ECD)u + DE (x, 800) dexC(L) 
De façon eme a LD toutes les fonctions /; sont différentiables, 


GO dAtx 80) = 23 5 Ge #UDuE + DE À (x, 800) dge GG) 


(= 1, :.. _—. 


Mais comme /{x, g(x)) = 0, toutes les différentielles d f(x, g(x)) sont nul- 
les. D’autre part, dy s’annule au point d’extrémum a. Ainsi donc, le point 
(a, b) = (a, g(a)) doit satisfaire pour tout u aux équations 


o2 . Ce, Pus + > L x D 'duGXu)=0 (=1...,m), 
= | æ | 


(7) D Se (x, y)u; + 2: ee (x, y) dgx(x)(u) = 
j=1 m1 


En multipliant les m premières équations par les nombres respectifs 
A, --. ; À, m (encore indéfinis), et la dernière équation par —1, on obtient 
après l'addition des résultats obtenus : 


(8) MON “ei x @ PA Se x ») uj + 
Jei 


isl 
+ PA 2 (x, pu - 2 (x ») dge (Ou) = 
k 


iml 


équation à laquelle le point recherché (x, y) = (a, b) doit satisfaire pour 
toutes les valeurs de À1, ..., Ân et ui, ..., ur. Comme à présent 
J(a, b) # 0, on peut choisir A1, ... , À de telle sorte que les "7 dernières 
parenthèses dans (8) s’annulent (et les fonctions g inconnues soient donc 
exclues !), 1e. les équations 


a = (a, b)\ = se (a b) (K=1,...,m) 


is 
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soient satisfaites. En effet, c’est un système de m équations du premier degré 
à m inconnues À1, ... , À ”m dont le déterminant est /(a, b) # 0. Pour un 
tel choix des nombres il résulte de l’équation (8) que 


oi à 
D (> 3x; (@ DIN de (a, 2) uj = 0 


j=i i=1 


quel que soit le vecteur w. En posant u = e/ = (5/, ... , 6/) (où ô/ sont les 
symboles de Kronecker), on obtient 

Ô fi 0 = 2 

3x (a, b)\; 3x (a, b)=0 pour tout entier /€[l, n]. 


i=1 


Ainsi donc, les coordonnées du point (a, b) d’extrémum lié doivent, pour 
les valeurs données des nombres \, annuler les 7 + m parenthèses dans 
l'équation (8). Mais ces parenthèses sont les dérivées partielles de la 
fonction 


(9) F=hfi +... + Ànfm — © 


par rapport à tous les arguments x1, ... , Xn, V1, ... , Ym, et leur annula- 
tion est une condition nécessaire d’existence du point d’extrémum de cette 
fonction. Le résultat obtenu justifie la règle suivante. 

RÈGLE DE LAGRANGE. Pour trouver les points éventuels d'extrémum 
d'une fonction £(x, y) (où x e R", y € R”) soumise à des contraintes égalité 
Ji(x, 7) = 0, ... , fx, y) = 0, il faut composer la fonction lagrangienne 
(9) avec des coefficients réels (encore indéfinis) 1, ... , Xn et écrire les con- 
ditions nécessaires de son extrémum : 


0F - 0 fi __ dw ». 
ao) SE G » DELCEL PS0 G=L...,m 
2! 
et 


2F ST of È 
an une Die mPN- (NEO (=... m) 


isl 


Avec les m contraintes, cela donne n + 2m équations auxquelles doivent 
satisfaire m multiplicateurs 1, ... , Xn et n + m coordonnées x1, ... , Xn, 
Vis «.. ; YŸm du point d'extrémum lié cherché. 

Vu que les conditions (10) et (11) pour les dérivées par rapport à x; et 
y ont la même forme, on peut ne pas distinguer ces arguments des fonc- 
tions w et ji, 1e. choisir, au lieu de y1, ... , Ym, les M arguments quelcon- 


$ 2] EXTRÉMUMS LIÉS 163 


Fig. 31 


ques parmi X1, ... » Xns Vis -.. ; Jm (POurvu que le jacobien du système 
des fonctions /; par rapport à ces arguments ne s’annule pas). 


Proposons-nous par exemple de trouver les valeurs maximale et minimale que la fonction 
ex, }, 2) = xyz 
présente sur une circonférence K qui est l'intersection du plan 
(12) X+y/+2=5 
et de la sphère 
(13) x +py +2 =9 
(fig. 31). Le plan (12) coupe en effet la sphère (13) puisque la distance de l’origine des coordon- 


. s) 

nées à ce plan ale )à — 
p égale ) à) 
fermée (en tant qu'intersection de deux ensembles fermés) et bornée (parce que contenue dans 
la sphère (13)), si bien que Æ est un compact. C'est pourquoi, # présente sur Æ les valeurs 
maximale et minimale. Les points où ces valeurs sont atteintes, sont des points d’extrémum 
lié de la fonction # sous les contraintes (12) et (13). L'application f : R° — R? de composantes 


est inférieure au rayon de la sphère. La circonférence K est 


AR D=x+r7+12-5 AK» D=x2 + +7 -9 


satisfait dans ce cas aux conditions 1) à 3) formulées au début du n° 2. En effet : 1) /(P) = 0 
pour tout point P € K en vertu de (12) et (13) ; 2) j est continüment différentiable ainsi que 
f\ et f2 ; 3) la matrice jacobienne de l'application f est 


| ] l 
2x 2y 2Z 
*) On sait du cours de Géométrie analytique que la distance de l'origine des coordonnées 


au plan Ax + By + Cz + D = Oest égale à RU (ce qu'on peut établir en recher- 
VAT + B? + C? 


chant le minimum de la fonction x? + y? + z? sous la contrainte Ax + By + Cz + D = 0). 
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et, par conséquent, les jacobiens du système des fonctions /1, f2 par rapport aux couples de 
variables (x, y), (x, z) et (y, z) sont respectivement les déterminants 


l l 


= A} — x), 
2x 27 © — x) 


= 2(z — x), = 2(7 - y) 


2z 2y 2z 


qui ne s'annulent simultanément que sur la droite x = y = z; or aucun point de cette droite 
ne vérifie les équations (12) et (13) puisque les égalités 3x = 5 et 3x? = 9 sont incompatibles. 
Ainsi donc, pour trouver les points d'extrémum lié, on peut appliquer la règle de Lagrange. 
Ecrivons la fonction lagrangienne 


ÀCX + y +2 — 5) + px + y? + 2? — 9) — xyz 


et annulons ses dérivées partielles par rapport à x, y, z. On obtient les équations 


(14°) À + 2ux — yz = 0, 
(14°) N + 2uy — xz = 0, 
(14°) À + 2uz — xy = 0 


qui, jointes aux équations (12) et (13), doivent être vérifiées par les coefficients À, u et par 
les coordonnées x, y, z des points d'extrémum lié. En additionnant les équations (14°), (14”) 
et (14°) et en prenant en considération qu'en vertu de (12) et de (13) 


pa + x + ap = Ac + y + 2 — GE + pf + 2] = 8, 


on obtient 
(15) 3X + l0u = 8. 


D'autre part, en retranchant (14°) de (14°), (14”) de (14”), et (14°) de (14”), on a 


Q2u + z)(x — y) = 0, 
(16) (24 + x)(y — 2) = 0, 
(2u + yXz — x) = 0. 


Comme les égalités x = y = z et le système (12}-(13) sont incompatibles, les deuxièmes paren- 
thèses dans (16) ne sont pas simultanément non nulles (car, autrement, les trois premières 
seraient nulles, d’où il résulterait que x = y = z) et de plus une seule des deuxièmes parenthè- 
ses est nulle (car l'annulation de deux quelconques d'entre elles entraînerait de nouveau 
x = y = 2). Soit, par exemple, x — y = 0. Comme dans cecasy -z#0etz - xx 0,0on 
obtient 2u + x = 2u + y, d'où 2u = —-x = —y. Il résulte alors de l'équation (12) que 
z = 5 — 2x et l'égalité (14°) prend la forme À -— x = x(5 — 2x) = 0, d'où À = 5x — x. La 
substitution des valeurs trouvées de À et de 2x dans la formule (15) donne l'équation 


3x? — 10x + 8 = 0, 


‘ : 4 à 
d'où on obtient deux valeurs de x : x; = 2et x2 = + et, par conséquent, deux points éventuels 


d'extrémum lié : (2,2, l)et G ; : . ) . On obtient de la même façon pour y — z = 0 


7 4 ; 
et pour z — x = 0 les points (2, 1, 2) et ( 3 +) et, respectivement, (1, 2, 2) et 
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3 3 3 
7 


7 4 . 
( — +) . Puisque xyz ne dépend pas de l’ordre de ses facteurs, on peut conclure que 
4 4 : 28 5 
sa valeur maximale sur K est égale à + A = ,i€ à 4: 7° et la valeur minimale est 


égale à 2-2:1, ie. à 4, et chacune d'elles est atteinte en trois points : la première aux 


points Pne : ARS et LR et la deuxième aux points (2, 2, 1), 
3.203 3 3 3 3 3 3 


(2, 1, 2) et (1, 2, 2). 


Troisième partie 


CALCUL INTÉGRAL DES FONCTIONS 
DE DEUX ET DE TROIS VARIABLES 


CHAPITRE 11 


INTÉGRALE DOUBLE 


$ 1. Renseignements supplémentaires 
sur les figures quarrables 


1. Notion de figure quarrable et propriétés élémentaires 
Etant donné le plan de coordonnées II, considérons pour tout entier 
n > 0 une subdivision de IT par les droites 


(k, 1€ Z) 


en « carrés » congruents Ë x LE À X Ê ; LH de rang n. Soit 
d une figure (i.e. un ensemble borné) dans IT. Il existe un ensemble fini 
(peut-être vide) de carrés de rang 7 contenus dans & et un ensemble fini 
(vide si est vide) de carrés de rang n qui se coupent avec &. Soient 4,($) 
la réunion des premiers carrés, et B,() celle des deuxièmes, et soient æ,(®) 
le nombre des premiers carrés, et 8,() celui des deuxièmes. Etant donné 


Qn(®) = 


n(®) = , , 
Pn(®) 2 PT 


on démontre que (2:()) est une suite strictement croissante et (g:(#)), une 
suite strictement décroissante, et que Pn() < gh(D) pour tous m, n > 0. 
Il en résulte que : 

1) la borne supérieure de la suite (p.(#)) est finie ; on l’appelle aire inté- 
rieure de la figure & et on la note aire ® ; 

2) la borne inférieure de la suite (g,()) est finie ; on l’appelle aire exté- 
rieure de la figure et on la note aire # ; 

3) aire D < aire d. 

Si aire d = aire , on dit que + est une figure quarrable et que la valeur 
commune de ses aires intérieure et extérieure est son aire qu’on note aire à. 
Ceci étant, aire = lim p.(b) = lim g.(#) car, en général, lim p,() = 
= aire d et lim gA(b) = aire &. 
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Si les figures et Ÿ sont quarrables et D C Ÿ, aire b < aire Ÿ (monoto- 
nie de l’aire). 

Si les figures et Ÿ sont quarrables et n’ont pas de points intérieurs 
communs, leur réunion DU Ÿ est quarrable et aire (BU Ÿ) = aire D + 
+ aire Ÿ (additivité de l’aire). 

Pour qu’une figure d soit quarrable, il est nécessaire et suffisant que 
pour tout € > Oil existe des figures quarrables À et B telles que A CDCB 
et aire B — aire A < €. 

Tous les polygones sont quarrables et leurs aires sont calculées d’après 
les formules usuelles. En particulier, si ® est un carré de rang n, 
qn(®) = aire B,(®). 

Enfin, la quarrabilité et l’aire de la figure restent invariantes dans les 
transformations orthogonales du plan II et, par conséquent, ne dépendent 
pas du choix du système de coordonnées (avec la même échelle de mesure 
des longueurs). 

2. Figures d’aire nulle … 

La figure & est quarrable et aire D = 0 si et seulement si aire & = 0 (car 
on a alors aire = 0, de sorte que aire D = aire d), ie. si qn(P) — 0. 
Il est évident que route partie d’une figure d'aire nulle est quarrable et son 
aire est nulle. 

LEMME |. Quelles que soient les figures 1, ..., D du plan II, 


(1) aie ( U ) < D a & 
ini im] 


Démonstration. Soit ? = |) ;. Vu que tout carré de rang n qui 


iz=l 


m 
a des points communs avec & coupe un ; au moins, Bu(b) < 2, Ba(bi), 


isl 
d’où qn(B) < 2} qn(bi). Si n —+ w, on obtient à la limite l’inégalité (1). 
im 

Il résulte du lemme 1 que /a réunion de toute famille finie de figures 
d'aire nulle est une figure d'aire nulle. 

THÉORÈME 1. L'ensemble L des points de l'arc de Jordan rectifié / est 
une figure d'aire nulle. 

Démonstration. Supposons que /’ soit donné par les équations 
paramétriques 


x= pt), y=4(0  (a<t<b) 
où w et ÿ sont des fonctions continues sur le segment [a, b]. Comme / 


est rectifiable, on démontre que Ÿ est une fonction à variation bornée, de 
sorte que Ÿ = 1 — 2 où Ÿ. et V2 sont des fonctions strictement croissan- 
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tes. Soit € > Det 


: E 
@ 7 = Hi) = dial + [hO) = AO re: 


Le corollaire du théorème 3.2.14 dit que # est uniformément continue sur 
le segment [a, b], si bien qu’il existe un m€ N tel que 


b- a , n” 
- ) = leu) — et )l < 7. 


(3) (r t” ea, b] et It —-1"l< 


Les points f; = a + b —= 1(1=0,1,..., m) divisent [a, b] en segments 


A = [ti, Gi4+1] ( = 0, 1, ..., m — 1) de longueur ?= Z | Les fonctions 


g et Ÿ présentent, sur chaque segment A;, les valeurs minimale et maximale. 
Supposons que ce soient x; et x;” pour w et y; et y;” pour ÿ. Posons 


A = [x;, x;] X Lr;, y;1. 


Comme x; = w(t) et x;"= w(t;), où t;, 1; € A;,et donc It/-t1;"1 < b > £ | 


on obtient en vertu de (3) que x;”-— x; < n. D’autre part, comme y; = ÿ(7;) 
et y;” = ÿ(r;") où r;, 7; € A, on a d’après les propriétés de la variation d’une 
fonction : 


max (7;, 71°) 


UD EVE DEV 


min Cr, 7, 


+) 


QU) + V 2°" C4) = 
= (aGi+s) — d()] + [h2(Gi+1) — VC). 


H—-Y<NV 


Par suite, 
(4) aire = (x — x)Ori — y) < 
< AL Gi+ 1) — da1(6)] + [2 +1) — d2(0)]). 

m — 1 

Posons .# = |] .2. Soit (x, y)e L, i.e. il existe un fE[a, b] tel que 
im0 

x = e(t), y = yÿ(t). Comme f € À; pour un i, on a (x, y)€ A | puisque x} < 

<e(t) < x et y < (1) < y; Ainsi donc, L C.#, d’où aire L < aire #. 
m— 1 


Or aire# < 2, aire (#4) suivant le lemme 1. Par conséquent, on obtient 
i=0 


en vertu de (1) que 
m — 1 
(0 S)aire L< 2 DL GG + 1) — da()] + ha +1) — #()}} = 
= m{[V1(b) — Yi(a)] + [Y2(b) — p2(a)]} < € 


$1] RENSEIGNEMENTS SUR LES FIGURES QUARRABLES 169 


et donc aire L = 0 puisque € est arbitraire, i.e. L est une figure d’aire nulle. 

3. Quarrabilité et frontière ‘) 

THÉORÈME 2. La figure ® est quarrable si et seulement si sa frontière 
est quarrable et l'aire de la frontière est nulle. 

Démonstration. Rappelons que 4,() est la réunion des carrés de 
rang x contenus dans ]J®{[, æ.(®) est le nombre de ces carrés, B,() est la 
réunion des carrés de rang n ayant des points communs avec , et B,() 
le nombre de ces carrés. Notons C.() et y:() respectivement la réunion 
et le nombre de carrés de rang nr ayant des points communs avec d, mais 
qui ne sont pas contenus dans ]#{. Alors 


(S) An(B)UC(P) = B,(8) 
et, puisque œn(®) + yn(P) = B:(P), 
(6) aire A4,() + aire C;(D) = aire B,(#). 


Comme B,(+) est fermé (en tant que réunion d’une famille finie de carrés) 
et » C BA(&), on obtient [db] C B2.(b) et, à plus forte raison, Fr » C B,(#). 
D'autre part, Fr NA,(b) = ©. Ainsi donc, Fr & C B,(b) X A,(8). Or 
BA(d) X AD) C C:(d) en vertu de (5). Par conséquent, 


(7) Fr  C Cd). 
D'autre part, 
(8) Cr(d) E B,(Fr D). 


En effet, soit Q un des carrés de rang n qui forment C;(). Il existe alors 
dans Q un point a € et un point b é]b[. Si b € Pb, on a b € Fr &, de sorte 
que Q a des points communs avec Fr #, 1.e. il est contenu dans B,(Fr &). 
Si, par contre, bé, on a a # b et, d’après le théorème 3.3.2, le segment 
[a, b] contient un point c € Fr  ; mais comme Q est convexe, [a, b] C Q 
et, par conséquent, c € Q, de sorte que © a de nouveau une intersection non 
vide avec Fr &. Il résulte de (7), (6) et (8) que 


aire Fr » < aire C;(d) = aire B,() — aire 4,(b) < aire B,(Fr d). 
En faisant tendre » vers l’infini, on obtient à la limite 
aire Fr d < lim (aire B,(#)) — lim (aire 4,(b)) < lim (aire B,.(Fr #)), 
ie. aire Fr d < aire D — aire  < aire Fr &. Par suite, 
aire Fr d = aire d — aire d. 


*) La notion et les propriétés de la frontière d’un ensemble sont envisagées au $& 3 du cha- 
pitre 3. 
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Il en résulte immédiatement que & est quarrable, i.e. aire » = aire , siet 
seulement si aire Fr + = 0, ie. Fr est quarrable et son aire est nulle. 
COROLLAIRE. La figure limitée par un arc de Jordan rectifié ou par une 
famille finie de tels arcs est quarrable. 
En effet, en vertu du théorème 1, sa frontière est une figure d’aire nulle. 


En particulier, {a figure limitée par un ou plusieurs arcs de classe C' 
est quarrable. En analyse mathématique on ne rencontre habituellement 
que des figures de ce type. 

THÉORÈME 3. La réunion, l'intersection et la différence de deux figures 
quarrables sont des figures quarrables. 

Démonstration. Supposons que + soit Pb: U b2, D, Nb ou b1 NX 2. 
D’après le théorème 3.3.1, dans les trois cas on a Fr & C Fr b1UFr 2. 
Si # et 2 sont quarrables, le théorème 2 dit que Fr : et Fr 2 sont des 
figures d’aire nulle. Il s'ensuit que Fr 1 U Fr 2 et Fr sont aussi des figu- 
res d’aire nulle, donc, de nouveau suivant le théorème 2, & est quarrable. 

REMARQUE. L'assertion du théorème 3 s’étend par récurrence à la réu- 
nion et à l’intersection de toute famille finie de figures quarrables. En parti- 

m 


culier, si les figures D1, ... , .\ sont quarrables, la figure = (J &; est 
im] 
m 


aussi quarrable et aire & < 2, aire ;. En effet, en vertu du lemme 1, 


iml 


aire D = aire D < D, aire bd; = Ÿ, aire .. 
im] ES | 

LEMME 2. [9] = DUFr &. 

Démonstration. Vu que  C [b] et Fr » C [#], on a UFr C 
C [I]. D'autre part, comme [d] X » = [b]NCE C[b]N[CE] = Fr #, 
on obtient [D] = PU([E] X BP) C BUFr &. 

THÉORÈME d. L'adhérence [&] d'une figure quarrable & est quarrable 
et possède la même aire que &. 

Démonstration. Etant donné que est quarrable, Fr est aussi 
quarrable selon le théorème 2. Or [®] = UFr en vertu du lemme 2. 
Par conséquent, d’après le théorème 3, [S] est également quarrable. Puis- 
que aire Fr » = 0 suivant le théorème 2, on a, en vertu des lemmes 1 et 2, 


aire D < aire [db] < aire P + aire Fr = aire #, 


ie. aire [D] = aire #. 

THÉORÈME S. Ladhérence d’une figure quarrable est un compact 
quarrable. 

Démonstration. En tant qu’adhérence, cet ensemble est fermé, et en 
tant qu’adhérence d’un ensemble borné, il est borné. Or tout ensemble 
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fermé et borné dans le plan est un compact. Il est quarrable d’après le théo- 
rème d. 

A noter que dans le plan il existe encore des compacts non quarrables 
(dont la construction est assez compliquée). 


$ 2. Corps solides cubables 


1. Notion de corps solide cubable 
L'espace de coordonnées est subdivisé pour tout entier nr > 0 par les 
plans 


nn? 2= (k, ,,.mEeZ) 


en « cubes » congruents de rang nñ : 


K KkK+]1 [OO 1+Ii m m+l 
— , X |—, X [—, —— |. 
27 2° 2°" 2° 2” 2: 

Appelons corps solide tout ensemble borné de points de l’espace. Soit 
un corps solide arbitraire. Il existe un ensemble fini (peut-être vide) de 
cubes de rang #7 contenus à l’intérieur de Z, et un ensemble fini (vide si 
. est vide) de cubes de rang 7 qui se coupent avec 7. Soient 4,(.7 ) la 


réunion des premiers cubes et B,(. ), celle des deuxièmes, et soient a,(.! ) 
le nombre des premiers cubes et 8,(.7 ) celui des deuxièmes. Etant donné 


œn(.7 ) Bna(7 ) 
g" g” 


on établit comme dans le cas des figures planes que (p.(.7 })) est une suite 
strictement croissante et que (g:(. )) est une suite strictement décroissante. 
On a de plus Pn(7 ) < Gn( 7 ) pour tous m, n > 0, d’où il résulte que : 

1) la borne supérieure de la suite (p,(.5 })) est finie ; on l’appelle vo/ume 
intérieur du corps et on la note vol  ; 

2) la borne inférieure de la suite (g.(.7 )) est finie ; on l’appelle volume 
extérieur du corps . et on la note vol .Z : 

3) vol 7 < vol 7. 

Si vol 7 = vol. le corps : est dit cubable, la valeur commune de 
ses volumes extérieur et intérieur s'appelle vo/ume tout court ; il sera noté 
vol . 

2. Propriétés fondamentales des corps solides cubables 

La théorie des corps cubables est élaborée de façon analogue que celle 
des figures quarrables ; certaines modifications sont dues au fait que nous 
possédons maintenant la notion de frontière d’un ensemble. Voici les étapes 
essentielles de construction de cette théorie. 


Pn(Z7 ) = »  Qn(7)= 
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Tout comme dans le cas des figures planes, on démontre que le volume 
est additif et monotone et que le parallélépipède rectangle 


(1) (a, a2] X [b:, b2] X [cr, ©] 


est cubable et son volume est (a — ai)(b2 — b1)(c2 — ci). Par analogie au 
cas plan, il en résulte que la cubabilité et le volume sont invariants par trans- 
lation. 

Analogiquement au cas des figures planes (voir théorème 2 du $ 1) on 
démontre deux critères suivants de cubabilité : 

1) le corps .; est cubable si et seulement si pour tout € > 0 il existe 
des corps cubables . et. tels que.” C7 C.2 et vol.Z -— vol.” < €; 

2) le corps est cubable si et seulement si sa frontière est cubable et 
a un volume nul. 

Tout comme le théorème 3 du $ 1, il résulte du deuxième critère que 
la réunion, l'intersection et la différence de deux corps cubables sont des 
corps cubables. Le même critère permet de démontrer la cubabilité des 
polyèdres un peu autrement que la quarrabilité des polygones. 

LEMME. Si le corps est cubable et possède un volume nul, il en est 
de même de son image U par toute transformation orthogonale U de 
l'espace. 

Démonstration. Tout cube de rang 7 ayant des points communs avec 
U.7 se coupe avec UB,(.7 ), 1.e. avec UC où C est un cube de rang » ayant 
des points communs avec . Or UC se coupe avec 27 cubes de rang ñn au 
plus. En effet, UC est un cube congruent à C ; soit 


C'= K” K7 +1 RE U m° m'+1i 
2” 2” 2 2" 27 2” 
un cube de rang #7 qui contient le centre wo de UC. La distance de chaque 
point de UC à wo est au plus égale à la moitié de la longueur V3/2" de 
sa diagonale et, par conséquent, cette distance est inférieure à 1/2". C'est 


pourquoi, aucun cube C” de rang nr ayant des pcints communs avec UC 
ne peut se trouver en dehors d’un cube « triplé » (dans toutes les directions) 


EE k' 21 É — ] re] = mi 2) 
: X | X |", ————— 
2" 2" 27 21 27 27 

car il n’y existe pas de points dont la distance aux points de C” (en particu- 
lier, à wo) soit inférieure à 1/2”. Mais ce cube « triplé » est composé évi- 
demment de 27 cubes de rang ñn avec lesquels peuvent se couper seulement 
de tels C'” (et, par conséquent, le cube UC). 

Il en résulte que B,A(U.7 ) < 278,(.7 ) et, par conséquent, g{(U.7 ) < 
< 27qn(7 ). Mais vol 7 = 0 implique g,(.°) — 0. Donc, g{(UZ7 ) — 0, ï.e. 
le corps U.7 est cubable et vol UF = 0. 
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COROLLAIRE. Toute figure plane dans l'espace est cubable et possède 
un volume nul. 

En effet, est l’image par transformation orthogonale dans l’espace 
d’une figure congruente (quelconque) #., située dans te plan xOy. A son 
tour, . est contenue dans un rectangle [a:, a2] X [b1, b2] C xOy et, par 
conséquent, dans un parallélépipède rectangle (1) de hauteur c2 — c: aussi 
petite que l’on veut, i.e. de volume aussi petit que l’on veut. Donc, #, est 
cubable et possède un volume nul, ce qui implique d’après le lemme qu'il 
en est de même pour &. 

Il en résulte que tout polyèdre (et, en particulier, tout cube) est cubable : 
sa frontière est la réunion d’une famille finie de figures planes, et, par con- 
séquent, elle est cubable et son volume est nul. En se fondant sur ce fait, 
on établit, par analogie à la démonstration de ce que la quarrabilité et l’aire 
sont invariantes par une symétrie orthogonale dans le plan par rapport à 
une droite, que la cubabilité et le volume sont invariants par une symétrie 
orthogonale dans l’espace par rapport à un plan. Et comme chaque trans- 
formation orthogonale de l’espace est la composée de plusieurs symétries 
de ce type, il en résulte que la cubabilité et le volume sont invariants par 
toute transformation orthogonale, c.-à-d. qu'ils ne dépendent pas du choix 
du système de coordonnées (échelle de mesure de la longueur étant la même). 

3. Relation entre les aires et les volumes 

Soient une figure arbitraire dans le plan xOy et [m, M] un segment 
arbitraire de l’axe Oz. On dira que 


Pb x Im, M]= ({(x y, ER I(xX MED, m<z<M] 
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est un corps cylindrique (fig. 32). Le théorème suivant établit une relation 
entre les notions d’aire et de volume. 
THÉORÈME 1. Si la figure ® est quarrable, le corps cylindrique 
S =  X [m, M] est cubable et vol 7 = (M — m) aire à. 
Démonstration. Etant donné que ; = ® x [m, M],ona 


An(d) X [m, M]C7 CB(E) x [m, M] 


où 4,(%) et B,() sont respectivement les ensembles des carrés de rang n 
du plan xOy contenus à l’intérieur de et ayant des points communs avec 
d. Les corps cylindriques 4,(b) x [m, M] et B,() x [m, M] contiennent 
un nombre fini de parallélépipèdes rectangles qui n’ont pas de points inté- 
rieurs communs, de sorte qu’ils sont cubables et 


vol (A,:(8) X [m, MT) = (M — m) aire A,(#), 
vol (2,(&) x [m, M1) = (M - m) aire B,($). 


La figure étant quarrable, les deux volumes tendent vers (M — m) aire ®. 
Par conséquent, le corps. est cubable et (M — m) aire S est son volume. 

Il est évident que le théorème 1 est vrai dans les cas où & est une figure 
quarrable dans le plan yOz ou xOz et [m, M] est un segment de l'axe Ox 
ou Oy respectivement. 


8 3. Notion d’intégrale double 


L'intégrale définie est une intégrale sur un segment. L'intégrale double 
est une intégrale sur un compact quarrable. Tous les compacts quarrables 
envisagés plus loin sont non vides ; certains d’entre eux peuvent avoir l’aire 
non nulle. 

1. Partition des compacts quarrables 

On appelle partition d’un compact quarrable o toute représentation de 
ce compact sous forme de réunion d’une famille finie de compacts quarra- 
bles dont les intérieurs sont disjoints deux à deux. Désignons les partitions 
par 7, TT’, etc. Ainsi donc, la partition 7 d’un compact quarrable o est une 

n 


représentation de a sous la forme o = UJ o4 où o4 sont des compacts quar- 
kal 


rables et ]Jæ[N]al = © pour k # /. Les compacts ox seront appelés élé- 
ments de T et l’aire de ox sera notée Aox. 

Désignons l’ensemble de toutes les partitions de o par... On peut munir 
4 de la relation d'ordre suivante : 7 < T°’ si 7’ s'obtient à partir de 7 par 
une subdivision, i.e. chaque élément de T est soit un élément de 7, soit 
la réunion de plusieurs éléments de T’. Pour chaque couple de partitions 
T' et T” de, il existe une partition T de % telle que T' £<TeT”<T. 


$ 3] NOTION D'INTÉGRALE DOUBLE 175 


En effet, soient o£ (K = 1, ..., m) les éléments de T°’ et a/”({ = 1, ... 
., ñ) ceux de 7°”. Posons 


A = {(K, Doors D}, Ax= (I (Kk DEA} (K=1, ...,m) 
et 
ok = Ok ao”  si(k, DE A. 


Ici oxs est un compact quarrable (04, est un compact en tant qu’intersection 
de compacts, et une figure quarrable en tant qu’intersection de deux figures 
quarrables). Par hypothèse, ox # @. Ceci étant, on a 


1) o = (Ü #)n (Ü si) - Ü Ù (oo) = UÙ ou; 


k=1 [=1 k=ll=1 (K, NEA 


2) si (ki, 1) et (k2, 2) sont deux couples distincts de 4, on a Jæ [1 
N]oxsl = ©. En effet, si par exemple /, # 2, on obtient 


Jo (NlorLsl € Jon lait = G. 


Ainsi donc, les compacts ox forment une partition de o ; notons-la T ; 
n n 
3) T’ <T. En effet, of = oo = ol U) o= U]) (ol or) = 
I=1 I=1 
= (J ou. De façon analogue on démontre que T” < T. 

lEA: 

La partition 7 obtenue de façon mentionnée à partir de 7’ et T” sera 
notée 7'vT”. 

Introduisons encore la notion de diamètre de la partition. On appelle 
diamètre de l'ensemble E dans un espace métrique la borne supérieure des 
distances entre les points de E si E # @,et 0 si E = @. Il est évident que 
l’ensemble est borné si et seulement si son diamètre est fini. En particulier, 
le diamètre de tout compact est fini. Par analogie aux partitions du seg- 
ment, on appelle diamètre de la partition T d’un compact quarrable o le 
diamètre maximal de ses éléments qu’on notera dr ; o possède une partition 
de diamètre aussi petit que l'on veut. Soit donné un €. On subdivise le plan 
du compact o en des carrés de diagonale inférieure à €. Le compact o n’a 
des points communs qu'avec une famille finie de ces carrés. En prenant les 
intersections de o avec ces derniers pour éléments de partition, on obtient 
une partition 7 du compact o avec dr < &. 

2. Sommes inférieures et supérieures. Intégrales 

Soit f une fonction arbitraire bornée sur un compact quarrable o. Pour 
toute partition 7 de o en o1, ... , On, POsSOns 

mx = inf f, My = Sup f (K=1,...,n). 
LA 


LI 
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La fonction f étant bornée, m%£ et M4 sont finis. Les sommes 
nñn ñn 
Sr = >, MkAGk, Sr= 3, MxAok 
km! km! 

seront respectivement appelées sommes inférieure et supérieure de f asso- 
ciées à 7. Lorsque jf > 0, elles ont un sens géométrique simple (fig. 33). 
Conformément au théorème 1 du $ 2, mx Ac est le volume d’un corps cylin- 
drique 2% = ox X [0, mx] de base ox qui « supporte » le graphe de la fonc- 
tion f. Si & # /, les corps .% et .% n’ont pas de points intérieurs communs 
puisque les projections des points intérieurs de ces corps sur le plan xOy 
sont des points intérieurs des bases et ces dernières n’ont pas de points inté- 
rieurs communs. Par conséquent, le corps « en escalier » 


/T = U (ox X [0, mxl) 
= 


« inscrit » dans le sous-graphe Z = {(x, y, z)l 0 < z < f(x, y)} de la fonc- 
tion f est cubable et s; est son volume. De la même façon, Sr est le 
volume du corps « en escalier » 


n 


Ar = (Ù (ox X [0, M) 
Ka=1! 
« circonscrit » autour de 7. 
Les sommes inférieures et supérieures possèdent les mêmes propriétés 
que dans le cas unidimensionnel. 


7 
lin 


(SJ , 


é 
K 
NS TR 


NZ] 


fe} 
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1° s-< Sr. Cela résulte directement des inégalités mx < M4 et 
Aok > 0. 
2°S T<T',ona sr < Sr: et $7 > 5. En effet, soient ox (k = 1, 


, ñn) les éléments de la partition 7. Puisque T < T, ils peuvent & être 
lx 


présentés sous la forme ox = (J) ox où ou sont les éléments de la partition 
l=l1 


T'. Il peut arriver que les éléments différents ox, et ox, de T ont un terme 
commun ok, = Ok. Mais comme ils n’ont pas de points intérieurs com- 
muns, Jokul = Joxsl = @ et c’est pourquoi As, = Aoks, = 0. Par suite, 


n le n la 
ST = > » MkiÀOk!, Sr: = >; >: Mi Aoki, 
K=l /=] K=l /=] 
où Mk = inf f, Mu = sup f. Etant pris deux à deux, ox n’ont pas de 
Ok! Ok! 
points communs, si bien que 


la 
Aok = D, Aoki (K=1,...,n). 


al 


Vu que ox C ©, on a mx < Mur et Mr > Mu. C’est pourquoi 


n li 
Sr — Sr = > »2 Mkt AOk! — > mx AOk 2 > > mx AOkt — 


K=]/ul kK=] Kul/=) 
n n la 
— >, mx ÀAOk = D Mk , AOkI — ao) = (. 
K=| k=! ls] 


On vérifie de façon analogue que 5; — 57 > 0. 
3° Ss7. < S7- pour toutes partitions T7’ et T”. En effet, si T’ = T”, 
c'est la propriété 1°. Lorsqu'il s’agit du cas général, posons T = T'vT”. 
Vu que 7’ << Tet T” < T, les propriétés 2° et 1° impliquent 
Sr: < Sr < Sr < Sr-. 


Il résulte de la propriété 3° que : 
1) la borne supérieure de la famille des sommes inférieures (57): est 
finie. On l’appelle intégrale inférieure de la fonction f sur o et on la note 


RE 


2) la borne inférieure de la famille des sommes supérieures (5;)..- est 
finie. Elle s’appelle intégrale supérieure de la fonction j sur o et on la note 


[LS L 
3) [LS< [Tf 


12-619 
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3. Intégrabilité. Intégrale double 

DÉFINITION 1. La fonction f sur un compact o quarrable est dite inté- 
grable si elle est bornée sur os et ses intégrales inférieure et supérieure sur 
o coïncident. La valeur commune de ces intégrales est appelée intégrale 


double de la fonction f sur o et elle est notée ([ f(x, y)dxdy, ou (L Fde, 
ou encore || J. 
EXEMPLE 1. L'intégrale double il c, où c'est une constante sur 0, existe 


o 


et est égale à cAc. En effet, toutes les sommes inférieures et supérieures de 
c sur a sont égales à cAoc. En particulier, 


(1) Aa = {1 = (C do. 


THÉORÈME 1. La fonction f : R° —R est intégrable sur un compact 
quarrable © si et seulement si elle est définie et bornée sur o et 


(Ve > OT ES (Sr — Sr < €). 


COROLLAIRE 1 (interprétation géométrique de l’intégrale double). Soit 
June fonction réelle positive sur un compact quarrable o. Si f est intégrable 
sur a son sous-graphe 7 est cubable et 


vol = [[ f 


En effet, il a été noté au n° 2 que quelle que soit la partition T €.%, 
les solides en escalier «47 et .#, sont cubables et 57 = vol .%, 57 = vol #7. 
Conformément au théorème 1, il existe pour tout € > O0 un T €. tel que 
Sr — 5r < & Donc, il existe pour tout € > 0 des solides cubables :/ (= .:%) 
et.# (= .#7) tels que > CS CZ et vol.Z — vol. < €. Cela signifie 
que . est cubable. Vu que 


sr = vols <vlF<volæ =5 et s<[[f=[[f=[[f<s, 


on a 0 |vol.7 — PA < 57 — Sr < € et, puisque Cest vrai pour tout 
€ > O0, [LS = vol ”. 
COROLLAIRE 2. Le graphe T'; d'une fonction f définie et intégrable sur 
un compact quarrable © est cubable et son volume est nul. 
Démonstration. Etant intégrable, f est bornée sur 0. Soit 7 une parti- 
tion arbitraire de o à éléments o1, ... , o et soient m4, Mk, Sr et Sr des 
nombres introduits au n° 2. Posons 


n 
= C] v où Uk = Ok X [mk, Ml. 
Kml 


Il est évident que FC. En vertu du théorème 1 du $ 2, les solides 
cylindriques v. sont cubables et vol ux = (M4 — mx)Aokx. C’est pourquoi, 
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; est cubable et 
n 
vol Æ< 2, vol w = Sr — 57. 
k=] 


Le théorème 1 dit que 57 — sr peut devenir aussi petite que l’on veut grâce 
au choix de 7. Donc, l'est contenu dans les solides cubables de volume 
arbitrairement petit, 1.e. 1l représente un solide cubable de volume nul. 
THÉORÈME 2. Toute fonction continue sur un compact quarrable est 
intégrable. 
Démonstration. Soit o un compact quarrable. Si Ao = 0, toute fonc- 
tion bornée sur s est intégrable : toutes les sommes s; et s- sont nulles, de 


sorte que (f f existe et est égale à zéro. Soient Ao > 0 et f une fonction 


continue sur oc Comme so est un compact, jf est uniformément continue sur 
o d’après le théorème 3.2.14, de sorte que 


(ve > 0)(25 > Op, p' € o et d(p, p')< 6) = 1f(p) — f{p')l < à 


Prenons une partition quelconque 7 €.%, avec dr < ô. Soient o1, ... , on 
ses éléments. Puisqu'’ils sont des compacts et f est continue sur eux, il 
résulte du théorème 3.2.5 que 


(VkE 1, #])(3pe, px € ox)(mx = inf f = f(px), Mx = sup f = (px). 
Ceci étant, d(px, px) < diam ox < d; < à Par suite, 


5-5 = à, (Me- mA = D L'(pi) — pH) < 


Ka]! K= 1 n 
> 
ue Ace = 
ù Aa Fo 
K=1 
et il ne reste qu’à appliquer le théorème 1. 
REMARQUE. On a en effet démontré que pour une fonction continue f 


(Ve > 0)(36 > O)(VT € Z)(dr < Ô) = 55 — 5 <E 


On verra plus loin que cela est juste pour toute fonction intégrable f. 


$ 4. Propriétés fondamentales de l’intégrale double 


1. Linéarité 
(D) Si f et g sont des fonctions bornées sur un compact quarrable o, on a 


Hg + Le <ILU +9 < [Lu + 8 < If + [Le 
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Il en résulte directement que : 
1° Si les fonctions f et g sont intégrables sur un compact quarrable 5, 
leur somme est intégrable sur o et 


[LU +2 = [Le + [Le 


(ID) Si f est une fonction bornée sur un compact quarrable o et KER, 
on a 


k ([.f pour k>0,  — ki f pour k > 
kf = = kf = 
Il. k[L f pour k < 0, IL k TL f pour k < 0. 


Il s'ensuit directement que : 
2° Si la fonction f est intégrable sur un compact quarrable o, la fonction 
Kf est intégrable sur o pour tout k constant, et 


fLar= «fs 


On obtient de 1° et 2° par récurrence sur le nombre de termes : 


3° Si les fonctions jf, ... , fh Sont intégrables sur un compact quarrable 
o, leur combinaison linéaire quelconque kif\ + ... + K:fh est intégrable 
Sur 0, el 


[Cf +... + Knfn) = Ki (Li +...+k [La 
En particulier, 


GA — = [fi - ff: 


2. Additivité 

(ID) Si la fonction f est définie et bornée sur des compacts quarrables 
oc’ eto” n'ayant pas de points intérieurs communs, et o = a’ Ua”, o est 
un compact quarrable et 


Nr=fr+fs [r=flr+ ff 


Démonstration. En tant que réunion de deux figures quarrables, o 
est une figure quarrable et en tant que réunion de deux compacts, o est un 
compact. Soit 7 une partition de o en o1, ... , On. Posons 


A'=1{Kkl œûo' # OO}, A" = {/l No" x @] 
et ox = fo’ pour tout £ € A’, a” = œfo” pour tout /E À”. 


Les ensembles o4 et o,;” sont quarrables (en tant qu’intersections de deux 
figures quarrables) et compacts (en tant qu’intersections des compacts). On 
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a de plus 


co =0 No=0o NU] &œ = ([]J (o'Næx)= ÙU oc. 
kml Km] A 
Enfin, Jo£ [N]o£,[ C Jo [Nail implique Jo£ [N]oi,[ = @ pour ki # k2. 
Ainsi donc, o4 (k€ A’) forment une partition de o’ ; notons-la T’. De 
façon analogue, 0,” (/€ À ”) forment une partition de ©”, on la note T”. 


Puisque o = (U 7) U ( U a) et Jo No [ (CE Jo ]laD) = ©, & et 
KEA' t€A° 

o;” forment ensemble une partition de © ; notons-la T°’ + T”. Vu que 

ok = oo = oo’ Uo*) = (oo ')U(æo”), on aT<T'+T”. 

Or Sr+r- = Sr + Sr. Par conséquent, 57 < 57. + sr. & [[ + ([ Ji et en 


passant à la borne supérieure par rapport à 7, on obtient 
(1) [Li < [Cr + [C7 


D'autre part, vu que ([ f = sup s- et (| f = sup 57, il existe pour tout 
=" "Æ —" VAL 


€ > 0 des partitions 7’ €.%: et T° EX” telles que 


€ 
An ? 


[[ f< sr +3 LM 


Nf<s +5 


Vu que os’ et o” n’ont pas de points intérieurs communs, 7’ et 7” for- 
ment ensemble une partition T°’ +T”€e%.Ona 


| F+ (il F<Sr+sr+Ee= sr tes (| f+e 


——0 ES 1 — 


et comme € est arbitraire, on obtient 
@) Hr+ fre! 
J 


JS Le 
Il résulte de (1) et (2) que ([ f + ([ J= PL En remplaçant ici f par 


— f, on obtient en vertu de (II) que 


LP EN OL CnSE LC ne NT 


La propriété (III) entraîne les assertions suivantes : 
4° Si la fonction f est intégrable sur des compacts quarrables o’ et o” 
n'ayant pas de points intérieurs communs, elle est intégrable sur la réunion 


a de ces compacts et 
[Lie LS + [CS 
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5° Si la fonction f est intégrable sur un compact quarrable 0, elle est 
intégrable sur tout compact quarrable o’ contenu dans 0. 

En effet, on peut admettre que o’ * o ; posons a” = [o X o’]. En tant 
que différence des figures quarrables, o NX sa’ est quarrable (voir théorème 
3 du $ 1) et c’est pourquoi, son adhérence os” est un compact quarrable (voir 
théorème 5 du $ 1). Vu que o est un compact, il est fermé, ce qui implique 
o” C[ol = 0. Il s'ensuit que o D 9 Ua” D o’U(o NX a’) = 9, de sorte 
que o = o’ Uo”. Enfin, vu que o N ]o’[ est un ensemble fermé contenant 
os \a’,onas” Ca ]Jo’fet par conséquent, ]o” [a une intersection vide 
avec ]Jo’{. Donc, o est la réunion des compacts quarrables o’ et a” qui n’ont 
pas de points intérieurs communs. Il vient alors d’après (III) : 


Es+[r= frere r+ [fs 


Puisque il fS<fffet ([ f<fl J, il en résulte que (| f= ff i.e. 


f est intégrable sur 0’. 

Il résulte par récurrence de 4° et 5° l’assertion suivante. 

6° Soient o1, ... , on des compacts quarrables dont les intérieurs sont 
disjoints deux à deux. La fonction f est intégrable sur leur réunion o si et 
seulement si elle est intégrable sur chaque ox. Ceci étant, on a alors 


s= à ff4 


3. Intégration des inégalités. Théorème de la valeur moyenne 
(IV) Si les fonctions g et h sont définies et bornées sur un compact quar- 
rable oetg<h,ona 


Eee Ve QLERILE 


Démonstration. On entend par s#Ÿ et sŸ les sommes inférieures et 
supérieures pour chaque fonction (bornée) f sur oc. Etant donné que g < h, 


on obtient s# < sŸ° < [| A (= sup sf) pour toute partition T EX et 
CR TE 
cest pourquoi on a aussi (| 8 (= sup ÿ) < (| h. L'inégalité pour les 
229 TE 0 

intégrales supérieures est obtenue de la dernière inégalité par substitution 
de -get -hàget h. 

Il résulte directement de (IV) que : 

7° Si les fonctions g et h sont intégrables sur un compact quarrable a 
etg<h,ona {Le < [[_ x. 
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Vu que la constante nulle est intégrable et (| 0 = 0, on obtient en parti- 
culier : . 

8° Si la fonction f > 0 est intégrable sur un compact quarrable o, on 
a [[ f>0. 

8’° Si la fonction f > 0 est intégrable sur un compact quarrable 0 et 
est en outre continue et strictement positive en un point intérieur Do de 0, 


on a [LS > 0. 


En effet, f > 5 f(Po) sur un carré co’ de centre en M contenu dans 


o et distinct de oc. Soit o” = [o X o’]. Tout comme dans la démonstration 
de la propriété 5% ao” est un compact quarrable, o =2c’Uo” et 
]Jo’[N]o"[ = ©. D’après les propriétés 5°, 4°, 8°, 7° et la formule (1) du 
$3,ona 


M ff Le Le TL 


Il résulte directement de 8° et 3° que : 

7'° Si les fonctions g et h sont intégrables sur un compact quarrable 
,g<h et g(po) < À(Po) en un point intérieur po du compact o où h — g 
est continue, on a (Le < [[ AH. 

99 Si la fonction f est intégrable sur un compact quarrable o dont l'aire 
Ao est non nulle et si m < f({p) < M pour tout p € o, on obtient 


1 
(3) men ([r<m 


] 


f(po) = > f(po)Ao” > 0. 


NE 
| 


(« la moyenne intégrale d’une fonction a le même encadrement que la fonc- 
tion »). Si de plus m < f(po) < M en un point intérieur po du compact © 
où f est continue, la double inégalité de (3) est stricte. 

En effet, la formule (1) du $ 3 et la propriété 7° impliquent mAo = 
= [fm < (Lf< [LM = MAo et la division par Ac donne (3). La 
deuxième assertion découle de 7’° de façon analogue. 

10° (THÉORÈME DE LA VALEUR MOYENNE). La moyenne intégrale de la 
Jonction continue f sur un compact quarrable connexe o est égale à la 
valeur de f en un point de ce compact. 

Démonstration. Quand on parle de la moyenne intégrale sur o on 
suppose déjà que Ac # 0. Vu que f'est continue et s est connexe, le théorème 
3.1.1 implique que /(o) est un ensemble connexe dans R, i.e. est un intervalle. 
Etant donné que o est un compact, cet intervalle est un compact d’après le 
théorème 3.2.6, i.e. est un segment d’après le théorème 3.2.13. Ainsi donc, 
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f(o) = {[m, M]. Il découle de la propriété 9° que _ (| Jelm, M] et 


par suite, _ (| f est égale à la valeur de la fonction f en un point 


D € 5. 

4. Intégrabilité du module et du produit 

11° Si la fonction f est intégrable sur un compact quarrable o, son 
module est intégrable sur o et 


HABSIAL 


12° Si les fonctions f et g sont intégrables sur un compact quarrable 
o, leur produit est également intégrable sur 0. 

S. Fonctions dont les points de discontinuité forment une figure d’aire 
nulle 

13° La fonction f bornée sur un compact quarrable o dont les points 
de discontinuité forment une figure d'aire nulle, est intégrable sur o. 

En effet, on peut évidemment poser Ao > 0. Supposons que | fl < C 
sur s et soient Ÿ l’ensemble des points de discontinuité de la fonction j et 
d = [Ÿ]. En vertu du théorème 4 du $ 1, est quarrable et aire ® = 0. 
C'est pourquoi, il existe pour tout & > Oun r7EeN tel que 


aire B,(b) < min {e/(2C), Ao). 


Posons o’ = oNB,() et o” = [a X o’]. Comme aire B,(4) < Ao, on a 
o’ # 0, de sorte que o” * 0. En tant qu’intersection des compacts quarra- 
bles, o’ est un compact quarrable et puisque o’ € B,($), on peut écrire 


Ao' < 5e . Tout comme dans la démonstration de la propriété 5°, on voit 


que o” est un compact quarrable, o = oc’ Uo” et ]Jo’{N]o”[ = @. Par 
conséquent, conformément à (III), 


@  ff=fr+ffr « [[r=[r+[z 


0" =" 


d'où 
o He (Hr-119 + (Hs) 


Vu que o a = Bb) Co ]BA(B)I et o X ]BA(D)[ est fermé, 
og” Co ]B;:(#)f[. On démontre que b C ]B,(b){. Par conséquent, 9” C 


CoNdCoaN Y, de sorte que fest continue sur 9 et donc [| f= [| f 
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d’après le théorème 2 du $ 3. C’est pourquoi, il résulte de (5) que 


s-pr< ff] + | 
Puisque -C</f< C, il vient d’après (IV) 


— CAo' = [[. (OC) < FL r< [[.c= CAo', 


de sorte que [| Î | < C EC = T et de façon analogue 


I 


<3- 
@<)flf- [f<e 


et vu que € est arbitraire, (C f = ([ f, ie f est intégrable. 


14° La fonction f bornée sur un compact quarrable o, qui n'est distincte 
de zéro que sur une figure Ÿ d'aire nulle, est intégrable sur o et son intégrale 
sur © est nulle. 

En effet, soient a’ et a” des compacts quarrables introduits dans la 
démonstration de la propriété 13°. Vu que o’ Co Ÿ,on af = 0 sur a”. 


Il s'ensuit que ([ f = (| _f = 0 et donc, en vertu de (4), (LS = ([ Jet 


[LS = ([ J. Or on a vu dans la démonstration de la propriété 13° que 


les seconds membres de ces égalités peuvent devenir aussi petits que l’on 


veut grâce à un choix convenable de 0’. Par conséquent, ff f = [[ f=0, 


ie. f est intégrable sur o et VE f=0. 


14’° Soient f et g des fonctions bornées sur un compact quarrable o. 
Si f est intégrable sur o et g n'est distincte de f que sur un ensemble Ÿ d'aire 


nulle, g est intégrable sur o et je = ([ f. 
En effet, vu que la fonction g — f est bornée sur o et distincte de zéro 
seulement sur Ÿ, elle est intégrable sur o et [[ @ — f) = 0 d’après la pro- 


priété 14°, Or g = f + (g — f). Par conséquent, en vertu de la propriété 1°, 
g est intégrable sur o et 


[Le = [+ [Len = fr 


6. Intégrales inférieure et supérieure en tant que limites des sommes 
inférieures et supérieures. Deuxième critère de l’intégrabilité 
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(V) Soit f une fonction bornée sur un compact quarrable o. Alors 


Jy= me [= ms 


Le. 
(ve > 0)(36 > OMVT E X)(dr < 6) = (Ur - ST < € et Sr — [Lf < e). 
Démonstration. Démontrons que 


(ve > 0)(G3ô > O)(VT € ZX dr < 6) = (# _ Is) + (Ur - sr) < €, 
1e. _ 


ons = IPes 


Cette relation est évidente pour Ao = 0 ou f = (0. Soient Ao > 0et f #0 
sur a, de sorte que C = sup | fl > 0. Vu que jf est bornée parce qu’inté- 


grable, on a C < +. Prenons un € > 0 arbitraire Comme 


Nes « = 


il existe des partitions Te, Te € % telles que 


s .- ([r<s et Fir-sx< 


Soit Ze = Te v Te (voir n° 1 du $ 3). En prenant en considération la pro- 
priété 2° des sommes inférieures et supérieures, établie au n° 2 du $ 3, on 
obtient 


Re 


d'où 


@ s,-s.< || s- [Lors 


Soient af, … , 0%, SE éléments de la partition 74. et soient m£ = $, 
M% = SUP feæer- Ü Fr oÿ. Vu que o£ sont quarrables, on a 


d’après ré théorème 2 _ $ 1 et le lemme du $ 1 que l'est quarrable et aire 
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T = 0. Pour cette raison, il existe un 7 € N tel que B,(T) < . On démontre 


que FC ]B,(1)[, de sorte que TNFr B2,(1) = @. Or T et B,(T) sont des 
compacts d’après les théorèmes 3.3.3 et 3.2.4. C'est pourquoi, la distance 
é entre let Fr B,(1°') est strictement positive d’après la propriété 3.2.5, 5° 
et, par suite, U(T"; ô) C B,(T) en vertu du théorème 3.3.4. Montrons que 


dr<ô=sr-s<{([f-[|[f+e 


Etant donné dr < 6, soient o1, … , on les éléments de la partition 7, 


m 

m = inf f, M; = sup f. Puisque a: C o = U) 06, il existe pour tout entier 

©: © K =] 
iefl, nr] un kel, m] tel que ofoi # @, ie il existe un point 
p' € ailo$. Alors 0; C of ou a C B,(T). En effet, si oi Œ of, ie. s’il existe 
un point D” Eco \ ox, on trouve d’après le théorème 3.3.2 un point 
po € [p’, p’INFr oË puisque p’ € 04 et p” 606. On a Dep’, p”], ie 
po = (1 — X)p’ + Xp” où XE [0, 1], si bien que pour tout point p du plan 
on obtient 
lp — pol = I( — A) —- p') + Xp - p'< 

< (1 — Xp — p'A + Xp - p'l < max {lp — p'l, Ip - p"l} 

(fig. 34). Puisque p’, p” € oi, il en résulte que quel que soit le point p € oi, 

lp — pol < max {Ep — p'8, Ip — p”Ü) < diam o < dr < à 
et, par conséquent, 

oi C U{(po; 6) C U(Fr 06; €) C U(T; 6) C B,A(T). 

Maintenant, 


Sr — Sr = Li + Er, Où 1 = D) (Mi - mi)Ao:, 
af BAT) 


Fig. 34 


188 INTÉGRALE DOUBLE [CH. 11 | 


Œ) E= », (M; - mj)Ao;. 


aCBAT) 


Si oi d B,(T'), on a oi C 04 pour un # d’après ce qui a été démontré. C'est 
pourquoi 


Li < D >; (M; — mi) Ao:. 
K=laoCof 


Or Mi — mi < MË — mÉ si oi C 0%. Par suite, 


(8) E1< > (MÉ- mi) XD Aus D (ME - mÉ)Aof = 5, - 57. 
1 


k = Co k = ] 


D'autre part, comme IM;l <Cet Im;l <C,ona 


. € 
©) E=2C D) Aa <2C aire BAT) <£_. 


aC B,(T) 


Il résulte alors de (7), (8), (9) et (6) que 


F-s<5-s+5< || s- [Tree 


La propriété (V) entraîne immédiatement : 
15° La fonction f bornée sur un compact quarrable o est intégrable si 
et seulement si 


(ve > 0)(5 > OXVT E Z)(dr < 6) = ST — ST < €. 


7. Intégrale double de Riemann 

Soit f une fonction sur un compact quarrable o. Considérons une parti- 
tion 7 de o en o1, … , o, et choisissons dans chaque «x un point ££ ; dési- 
gnons l’ensemble de ces points par Æ et notons (7, #) la partition T de © 
munie des points choisis. On appelle somme de Riemann de f attachée à 
(T, Æ) la somme 


DÉFINITION 1. Soit f une fonction définie sur un compact quarrable 0. 
On dit qu’elle est intégrable au sens de Riemann sur o si elle est bornée 
sur © et si s7.= tend vers un nombre J lorsque dr — 0, 1.e. 


(10) (ve > 0)(36 > O(V(T, Æ))(dr < 6) = 1J - srzl < €. 
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Le nombre J est alors appelé intégrale double de Riemann de la fonction 
f sur c. 

REMARQUE. Dans le cas unidimensionnel, la condition de f bornée est superflue dans la 
définition de l’intégrabilité au sens de Riemann puisque cette condition découle de (10). Dans 


le cas bidimensionnel, la situation est autre : il existe des compacts quarrables infinis d’aire 
nulle sur lesquels toute fonction, quoique non bornée, vérifie la condition (10) avec J = 0. 


Tout comme dans le cas unidimensionnel, on démontre la propriété 
suivante : 

16° La fonction f sur un compact quarrable © est intégrable au sens de 
Riemann si et seulement si elle est bornée et ses intégrales inférieure et supé- 
rieure sur o coïncident. Leur valeur commune est alors égale à l'intégrale 
de Riemann de la fonction f sur 5. 


$ 5. Calcul de l’intégrale double par intégration répétée 


Le calcul de l’intégrale double pour certains domaines d'intégration peut 
être ramené au calcul de deux intégrales définies. 

1. Calcul de l'intégrale double sur un rectangle dont les côtés sont paral- 
lèles aux axes de coordonnées 

THÉORÈME I. Soit o un rectangle fermé borné à gauche et à droite par 
les droites x = a et x = b et par les droites y = cet y = d'en bas et en haut. 
Si une fonction f(x, y) est intégrable sur o et si pour tout x € [a, b] fixé 
elle est intégrable sur le segment {c, d] en tant que fonction de y, la fonction 


g(x) = [ f(x, »)dy est intégrable sur [a, b] et 


C 


= (i JC, ny) dx. 


a C 


b yd bd 
Au lieu de [ (] f(x, pay) dx, on écrira aussi (| f(x, y)dydx. 


a C 


La fig. 35 donne une interprétation géométrique de ce théorème (pour une fonction 
f > 0) : g(x) est l’aire de la section du sous-graphe de / par le plan x = const (perpendiculaire 
au plan z = 0), de sorte que le théorème affirme que le volume du sous-graphe est l'intégrale 
de l’aire de la section (tout comme l’aire du sous-graphe de la fonction positive d’une variable 
est l'intégrale de la longueur de l’ordonnée). 


Démonstration du théorème 1. Soient 71 et 72 les subdivisions de 
[a, b] et [c, d] par des points x; (i€ [0, m]) et y; UE [0, n]) : a = xo < 
<<. <Xm-1<Xm= D, C=Yo< Yi < … << Yn-1 < Yn = d. Dési- 
gnons par 712 la partition de o en rectangles 


oùÿ = LG, Xi+1] X (y, Yi+il (GET, m—I],  jET0, n — 1]) 
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., 


Fig. 35 


et soient y = inf f, My = sup jf, mi = un | £g, M; = sup g. Comme 
y Cy Xi À + 1 


B7E 9 .! 


miÿ < Î(X, y) < Mÿ pour tout (x, y)Eoyÿ, on a 


FE 
myAy; < | JG, y)dy < MyAy; 


}) 


pour tout xE [xi, xi+1]. C’est pourquoi, 
n-1 n—1ly,,,; n—1 
Z mA < X | f(x dy = 8%) < X May 
j=0 j=0 j=0 
pour tout x E [xi, Xi+1], d’où 
n-1 n-1 


2 miÿAÿy; < M <Mi< D M;jAy;. 


En multipliant chaque membre de ces inégalités par Ax:; et en faisant la som- 
mation en #{ de O0 à m — 1, on obtient 


m1 n—]1 
@) = 2 CE mua») Ax < SP < sP < 
m—1 
< 


n 
imO0 | 


£i 
>, 7) AX; = sn. 


(4) 


TT 


J 
Vu que f est intégrable sur o, on a 


(ve > 0)(36 > OMVT EX dr < 5) = SN - SN <e 
(voir propriété 15° du $ 4). Or diam T2 = max VAxf + Ayf < à si dr, < 
I, 
< 6/V2 et dr, < 8/V2. Par conséquent, 
ce O £ 


ST LE S7; 
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et à plus forte raison en vertu de (1) 
SP <E 


e étant arbitraire, il en résulte que g est intégrable sur [a, b] et, en vertu 
des inégalités (1), 


SF, cis<P. 
a 
Comme 
sf <[[f<sr, 
on a [LS - (2 < € pour tout € > 0 et, par suite, [LS = (g. 
a 


Le théorème suivant est démontré de façon analogue. 

THÉORÈME 1 ’. Soit o un rectangle fermé borné à gauche et à droite par 
les droites x = a et x = b et par les droites y = cet y = d'en bas et en haut. 
Si une fonction f{x, y) est intégrable sur o et si pour tout y € [c, d] donné 
elle est intégrable sur le segment [a, b] en tant que fonction de x, la fonction 


b 
hO) = [fx dx 


est intégrable sur {c, d] et 
d yb 
[Lg = | ([rtx ax) dx 


b yd db 
L'expression [ (| (x, pax) dy sera aussi notée (| f(x, y)dxdy. 
a C ca 
Remarquons que si f est continue sur 0, les hypothèses des deux théorè- 
mes sont vérifiées et, donc, on est libre de choisir l’argument par lequel on 
commence l'intégration. 


; À x 
EXEMPLE 1. Il faut intégrer la fonction f(x, y) = Arr) sur le carré o = 


= {0, 1] x [0, 1]. Il est plus rationnel de l’intégrer d'abord par rapport à x (en prenant y 
pour une constante) et ensuite par rapport à y. Procédant à la substitution 1 + x? + y? = u, 
on obtient 


l 2+P 


x 1 du u”!7? 
a AY = — 572 = —— 
( + x? + y°)2 2 u — 1/2 

0 1+P 
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d'où 
I l 


dy dy 
dxdy = _ ; 
lee d (2 [5 
0 


Il découle de l'intégrale indéfinie (+ 
TES 


u° +1 y 


=in(u+ Vui+1 De eue | 2 
(:] 
va 


1 1/ 


= In (1 + V2). La substitution y = uV2 dans l'intégrale EE donne | + 
Vu? 
0 


LE N :- x _.. @ + v2)V2 
= In 5 . Ainsi donc, (fo en D 
0 0 


EXERCICE 1. Intégrer cette fonction d'abord par rapport à y et puis par rapport à x. 


2. Calcul de l’intégrale double sur un domaine compris entre deux 
graphes 
THÉORÈME 2. Soient w1 et w2 des fonctions continues sur le segment 
[a, b] et 1x) < w2(x) pour tout xE [a, b]. Alors 
o={((X)ER la<sx<b et px) <y< px) 
est un compact quarrable. Si une fonction f(x, y) est intégrable sur o et 


si pour tout x € [a, b] fixé elle est intégrable sur le segment [e1(x), w2(x)] 
en tant que fonction de y, la fonction 


pa(x) 
8) = | fx »)dy 


pi(x) 


est intégrable sur {a, b] et 


= [ (Pre ay) ax 


(fig. 36). 

Démonstration. Il est aisé d'établir que o est quarrable et borné. En 
outre, s est fermé. En effet, si (xn, Yn) € o et (Xn, Yn) + (X, ÿ), ie. Xn + X 
et Jh + y, On a 


a<Xn<b=a<x<b 


et, en vertu de la continuité des fonctions w1 et w2, 
P1(Xn) < Yn < P2Xn) = p1(X) < 7 < p2(X), 
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de sorte que (x, y) € o. Ainsi donc, o est un compact quarrable. En vertu 
de leur continuité, w1 et #2 sont bornées sur [a, b]. Soient c et d des nombres 
quelconques satisfaisant aux conditions c < w1(x) et d > g2(x) pour tout 
xE(a, b]. Posons 


0° = [a, b] X [c, di, 
FR n= Lys y) sur o, 


O sur do \ 
(fig. 37) ; f° et o° vérifient les hypothèses du théorème 1, i.e. f” est intégra- 
ble sur o° et J'(x, y) est intégrable sur [c, d] pour tout x € [a, b] fixé. En 
effet, soit ao’ = [o” NX d] ; o’ est un compact quarrable composé de deux 
parties 
= (XL YERla<sx<b et c<y< ex), 
= ((XMERla<x<b et p14(x)<y< d]. 


La fonction f” est intégrable sur o puisqu'elle y coïncide avec j et elle est 
intégrable sur o’ en vertu de la propriété 14° de l’intégrale double (voir $ 4) 
puisqu'elle peut y être distincte de zéro seulement sur les graphes des fonc- 
tions w1 et #2 et la réunion de ces graphes en tant qu’une partie de Fro est 
une figure d’aire nulle (voir théorème 2 du $ 1). Conformément aux proprié- 
tés 4° et 14° de l’intégrale double, 

[ES = IL + TL = IL 


Enfin pour tout x € [a, b], on a 
Le, dd = [c, (x) Ule1(x), 200] Ule2(x), d]. 


13-619 
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Ceci étant, f(x, y) peut être distincte de zéro sur [c, w1(x)] seulement au 
point y = w1(x) et sur [w2(x), d], seulement au point y = w2(x), et elle est 
intégrable comme fonction de y sur le segment [w1(x), #2(x)] car elle y coïn- 
cide avec /(x, y). Par conséquent, quel que soit x € [a, b], f(x, y) est inté- 
grable sur [c, d] en tant que fonction de y et 
d erlx) va) d 
(PG dy = [fx pdy + | FA »dy + NA (x, y)dy = 

#2 


€ € pi(x) er 


= [ f(x dy. 


v1(x) 


En appliquant le théorème 1 à f” et à o”, on obtient 
bd b vaux) 
[f= SE = [fr pdyax = [ [rx mayax. 


a 4 yilx) 


On démontre de façon analogue le théorème suivant. 
THÉORÈME 2’. Soient 1 et Ÿ2 des fonctions continues sur le segment 
[c, d] et d1(») < Y2(») pour tout y € [c, d]. Alors 


o= {x MER‘ lc<y<d et hO)<x< #»)] 


est un compact quarrable. Si une fonction f(x, y) est intégrable sur o et 
si pout tout y € [c, d] fixé elle est intégrable sur le segment [Ÿ1(y), d2(>)] 
comme fonction de x, la fonction 


V0) 
hO@) = | f(x, y)dx 
V0) 
est intégrable sur [c, d] et 
dv) 
[Lf= {| [ JG »)dxdy 
€ HU) 


(fig. 38). 
EXEMPLE 2. Soita>0,b>0,c> O0, 


o= fœ mer -a<x<a — D h-£<y<s 1-À) 
_. Lx» 
JS, »)=0c 1/1 pe: bi 


et 
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Fig. 38 Fig. 39 


Il est aisé de voir que o est l’ellipse 


2 
[es ner S+h<i). 


Pour cette raison, D; = a et, d’après le théorème 2 (dont les hypothèses sont 


ici vérifiées), 
x y 
= 1 — _ dydx. 
[ir | ch ra 


es 
A 


Pour calculer l’intégrale intérieure (avec x fixé) on procède à une substi- 


tution : 
y=0b fn -% sin & 
a 
Quand ! parcourt le segment [—-#/2, x/2], y parcourt le segment 


|-b h-$,0.h-%] . Ceci étant, on a 
a & | 
s - 
dy = b 1 — # cos tdi Nr = 1% cos 
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donc 
a *x/2 
(| J = bc|1 -X) cos? rdtdx = 
o 2 = 79 L a x/2 2 
= bc ( cos? rar) (: _ &) dx. 
a -"x/2 
x/2 
Vu que cos’ tdi = 5 , on obtient 


_— +x/2 


[Dre | (1 - %) dx = À rad 


Il est facile de voir que la moitié supérieure de l’ellipsoïde 


x y° z? } 
» }, + +5 
CIRE 


sert de sous-graphe de la fonction f (fig. 39). Puisque l’ellipsoïde est symé- 
trique par rapport au plan xOy, il résulte du corollaire au théorème 1 du 
$ 3 qu’il est cubable et que son volume F s'exprime en fonction des demi- 
axes a, b, c par la formule V = #4rabc. Si a = b = c, il en résulte la cubabi- 
lité de la boule et la formule classique V = #4ra° exprimant son volume 
par le rayon a. 


CHAPITRE 12 


CHANGEMENT DE VARIABLES DANS L'INTÉGRALE DOUBLE 


S 1. Applications régulières 


Ce chapitre est consacré au problème de la transformation de l’intégrale 


double 
[L F&œ, mdxdy 


par changement de variables de la forme 
X = q(u, v), y = ÿ(u, v). 


Il s'avère rationnel d’envisager & et Ÿ en tant que composantes de l’applica- 
tion d’un sous-ensemble ouvert du plan des coordonnées x, v dans le plan 
des coordonnées x, y. 

1. Notion d’application régulière 

DÉFINITION 1. Une application f : R" — R”" définie sur un ensemble 
ouvert non vide D est dite régulière si : 1) f est continüment différentiable 
sur D, 2) f'(w) est inversible pour tout wE€ D et 3) f est injective. 

Si fi, ..., /n Sont les composantes de l’application /, la condition 1) 
de la définition 1 est équivalente, en vertu du théorème 9.3.5, à ce que les 
composantes ont partout des dérivées partielles continues sur D et la condi- 
tion 2) équivaut à ce que le jacobien de l’application /, i.e. le déterminant 
det f’(w), ne s’annule nulle part sur D. 

Il résulte des conditions 1) et 2) de la définition 1 en vertu du théorème 
9.3.2 que j est localement injective, i.e. tout point w € D possède un voisi- 
nage U C D tel que Ia restriction de f à U est injective. Cependant, f n’est 
pas obligatoirement injective, comme le montre l’exemple d’une application 
f: R°? — R° de composantes 


fi(r, g)=rcose, fr, e) = rsiny, 


qui a été envisagé dans la remarque au théorème 9.3.4. Ainsi donc, la condi- 
tion 3) ne découle pas de 1) et 2). 

2. Propriétés principales de l’application régulière 

THÉORÈME 1. Soit f une application de R" dans R" définie et régulière 
sur un ensemble ouvert non vide D. Alors : 

1) l’image de tout ensemble ouvert contenu dans D est un ensemble 
ouvert ; 
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2) l'application réciproque de f est aussi régulière ; 
3) l’image de la frontière de tout compact contenu dans D sert de fron- 
tière à l'image de ce compact et l'image de l'intérieur sert d'intérieur. 
Démonstration. 1) La restriction flo de l’application f à tout 
ouvert O C D et tout point wE€ © vérifient les hypothèses du théorème 
9.3.4 : puisque flo est différentiable au point w et (flo)’(w) = f’(w) (voir 
exemple 7.2.4), on obtient conformément à la condition 1 de la définition 
1 que (/lo)’ est continue au point w et que l'opérateur (flo) (w) est inversi- 
ble d’après la condition 2. Par conséquent, il découle du théorème 9.3.4 
que tout point w € O possède un voisinage ouvert U,, € O tel que /(U,) = 
= (flo)}(U,.) est un ensemble ouvert. Or, vu que O = UU, on a /(O) = 
we€ 


= (J/(U,). Par suite, /(O) (et, en particulier, /(D)) est un ensemble ouvert. 
weO 


2) Conformément à la condition 3) de la définition 1, f est injective, 
de sorte qu’il existe une application g réciproque de j ; à noter que d’après 
les assertions précédentes, D, = f(D) est un ensemble ouvert. Quel que soit 
le point w € D, l’application g, réciproque de la restriction de f à un voisi- 
nage U, envisagé plus haut de ce point, est une restriction de g à f(U,). 
Or, le théorème 9.3.4 dit que g, est différentiable et que /(U,) est un voisi- 
nage du point z = /(w). Par conséquent, g est différentiable au point z 
et, d’après le même théorème, g’ est continue en ce point. Puisque w est 
un point quelconque de D et que z est un point quelconque de /(D), on 
en conclut que g est continüment différentiable sur D,, i.e. g satisfait à 
la condition 1) de la définition 1. Comme g’(z) = [f’(g(z)}]  ! d’après le 
théorème 9.3.4, g’(z) est inversible pour chacun des points z€ D, : 
[£g’ (217! = f’(&(2)). Ainsi donc, g satisfait aussi à la condition 2). Enfin, 
g est injective en tant qu’application réciproque de j, i.e. elle satisfait aussi 
à la condition 3). Donc, g est régulière. 

3) Soit x un compact contenu dans D. Puisque /{]x[) € f(x) et que 
f{xD est un ouvert en tant qu’image de l’ensemble ouvert ]x[ conformé- 
ment à ce qui a été démontré en 1), on a /{]xD) C ]/{x)l. Vu que f'est conti- 
nue, /(x) est un compact d’après le théorème 3.2.6 et, par suite, c’est un 
ensemble fermé. C’est pourquoi, Fr f(x) C f(x). Or x = Fr x U]xf. Donc, 


Fr f(x) C Sr x)U/(xD C SFr x) U]/(x)l. 
Puisque Fr /{x) n’a pas de points communs avec ]/(x)[, on en conclut que 
(1) Fr f(x) C SFr x). 


D'autre part, x = g(/(x)). Comme /(x) est un compact et g est régulière 
d’après 2), on obtient conformément à ce qui vient d’être démontré (que 
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l’on applique à f(x) au lieu de x et à g au lieu de f): 
Fr x = Fr gU(x)) C 8Fr f(x), 
d’où 
(2) JŒr x) CS(8(Fr (x) = Fr f(x). 
En comparant (1) et (2), on conclut que /{(Fr x) = Fr f(x). Enfin, vu que 
JŒr x)US(xD = Er x U]xD = C9 = Fr f(x) U1/x)l 


et que de plus f(Fr x) = Fr fx), f(xD C LÂx)l et Fr /(x) n’a pas de points 
communs avec /(]x[), on obtient #(]x{[) = ]/(x)l. 

REMARQUE. Si les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites, l’image 
f(O) de chaque domaine O C D est un domaine. En effet, d’après le théo- 
rème, /(O) et O sont des ouverts. Comme O est par ailleurs connexe, il 
en est de même de /(O) d’après le théorème 3.1.1 puisque f est continue. 
Donc, /(O) est un domaine. En particulier, si D est un domaine, /(D) est 
aussi un domaine. 


8 2. Variation de l'aire par une application affine 


1. Aire du parallélogramme 
Soient II un plan de coordonnées rapporté à un repère direct (resp. 
rétrograde) et P un parallélogramme dans II engendré par un couple de 


u u — 
vecteurs 71 = ( | ). nr = ( ) ayant une origine commune (fig. 40). 
U U2 


Comme tout polygone, P est quarrable. On donne à son aire le signe « + » 
si (71, 2) est un couple direct (resp. rétrograde) et le signe « — » si le couple 
est rétrograde (resp. direct). Alors 

U:] U2 
Ui U2 


(1) aire P = 


En effet, aire P = Wril- Url - sin œ = linll: Url: cos & — 5 où œ est un 
angle auquel il faut tourner r; pour que les vecteurs 7. et > soient parallèles 
de même sens. Vu que l’aire ne varie pas lors d’une translation, on peut 
considérer sans restreindre la généralité que r. et r2 sont issus de l’origine 
des coordonnées ©. Soit T une rotation du plan II autour de © à l'angle 


— x/2. On a alors IT = Hr2ll et (1, Tr) = à — 5 , Si bien que l’aire de 
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ÿ 


P est égale au produit scalaire des vecteurs r1 et 7ñ : 
aieP=IMnl:Unl:cos(n, Tr) = (n, Th). 


 fe() (D onu te 
in (-5) cos (3) te ( 0) () di 


Par conséquent, 


aire P = : = UjU2 — UU = 
U! — LU) 


2. Variation de l’aire du parallélogramme par une application affine 
Une application affine À du plan de coordonnées IT dans le plan de 
coordonnées Il, est définie par les formules 


(2) X = Gi + QU + Gi, 
= du + QU + QG, 


U U2 
U1 U2 


où u, v sont les coordonnées d’un point du plan II, x, y, les coordonnées 
de son image dans IT, et a; et a; sont des constantes. Ceci étant, on a 


Gi1 G12 


det À = # (. 


d21 22 


Les plans II et Il: étant munis de coordonnées, on peut les identifier à 
R2. Il s'ensuit alors que À (envisagée en tant qu’application de R° dans 
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À ,  : 
R°) est continûment différentiable, et ( HU 


) est sa matrice jacobienne 
G21 G21 


çar 
di = XS, d2=Xv, Au —=},,  A2= }. 


Ainsi donc, det À est le jacobien de l’application À. Comme det 4 # 0, 
A est une application régulière. 

On sait du cours de géométrie que l’application affine envoie les seg- 
ments en des segments et les vecteurs colinéaires en des vecteurs colinéaires. 
Il en résulte en particulier que l’image du parallélogramme est un parallélo- 
gramme et que si l’un de deux parallélogrammes est le translaté de l’autre, 
il en est de même de leurs images. 

THÉORÈME 1. Une application affine du plan fait multiplier l'aire de 
tout parallélogramme par son jacobien, i.e. si À : II — Il: est une applica- 
tion affine définie par les formules (2) et P est un parallélogramme dans 
IT (de sorte que A(P) est un parallélogramme dans Il), on a 


di1 Gi2 


aire A(P) = - aire P = det A:aireP. 


d21 22 


Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut admettre 


que P est engendré par les vecteurs r1 = (”) "M = (®) issus de l’ori- 
U U2 


1 
gine des coordonnées ©. L'application À fait associer à ces vecteurs les vec- 
teurs A(r;) (i = 1, 2) issus de O’(&, a) dont les coordonnées sont 


Xi — A = Grili + Givi, 


dGiui + GaiUi. 


Ji — G 


Ceci étant, A(P) est un parallélogramme engendré par les vecteurs A(r1), 
A(n). En prenant en considération la formule (1) et la règle de multiplica- 
tion des déterminants, on obtient 


’ X1 — A X2 — Gi Giily + G2Ui  Gri2 + Gin 
aire A(P) = = = 
Ji — GA 2-2 Gili + QU Gil2 + Gala 
di1 Gi U1 U2 . 
L = det À: aire P. 
d21 22 U) 2 


Il résulte du théorème 1 que laire A(P)| = |det A]: jaire P|. Par la suite, 
on admettra que les vecteurs qui engendrent le parallélogramme ne sont 
pas ordonnés et que l’aire du parallélogramme est donc toujours égale à 
sa valeur absolue. 


202 CHANGEMENT DE VARIABLES DANS L'INTÉGRALE DOUBLE [CH. 12 


FH: 


Fig. 41 


3. Variation de l’aire de la figure quarrable par une application affine 

THÉORÈME 2. L'image de la figure quarrable par une application affine 
est une figure quarrable. Si À est une application affine du plan IT dans 
le plan Il1, et ® est une figure quarrable, on a 


aire A() = |det A] : aire &. 
Démonstration. Subdivisons le plan IT en des carrés 


Kk k+Il / [+1 
A EU k, LE € N 
Qk.i EË 5 | Ë A | ( Z neN) 


de rang n. Leurs images A(Qk.1) sont des parallélogrammes sans points inté- 
rieurs communs, qui s’obtiennent les uns des autres par translation et dont 
la réunion recouvre Il: (fig. 41). Rappelons que 4,(d), où est une figure 
dans IT, signifie la réunion de tous les carrés de rang 7 qui sont contenus 
à l’intérieur de , et B,(®) signifie celle des carrés qui ont des points com- 
muns avec ». Comme A,(b) C DC B(#), on a 


A(Ar(®)) € A(E) C A(BA(d)). 


En tant que figures composées d’un nombre fini de parallélogrammes, 
A(A,(d)) et A(B,()) sont quarrables. On a donc en vertu du théorème 1 
et de l’additivité de l’aire : 


aire A(A,(#)) = |det A] : aire A,(d), 
aire A(B,(b)) = |det A| : aire B,(#). 
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Si est quarrable, il existe pour toute > Oun neN tel que 


. € 
aire B, (d) — aire 4,(d) < Téet AT 


et, par conséquent, aire A(B,(B)) — aire A (A,(d)) < €. Ainsi donc, la 
figure A(b) peut être encadrée par deux figures quarrables dont les aires 
diffèrent aussi peu que l’on veut, et par suite, elle est quarrable. On a dans 
ce cas : 


aire A(b) = lim aire A(B,(b)) = |det A|:-lim aire B,(d) = |det À] : aire ®. 


$ 3. Invariance de la quarrabilité et variation de Paire 
par une application régulière 


1. Changement de normes des vecteurs et des applications linéaires 

Pour estimer la variation de l’aire par une application régulière, il s'avère 
rationnel de modifier la définition de la norme d’un vecteur et, respective- 
ment, celle de la norme d’une application linéaire. Plus précisément, on 
appellera norme d’un vecteur xE€ R”" (en gardant l’ancienne notation) 
l'expression 


IxÜ = max |x;| 
ie(l,n] 


où x; sont les coordonnées du vecteur x dans la base standard. Il est aisé 
de voir que C’est justement la norme. La « boule » ouverte de rayon h et 
de centre x° sera alors représentée par un cube Q(x° ; h) de dimension n. 
En effet, 


Q(° ; h)= (xER'IIx = | < h, … Len — | < h] = 
= (xER] max lx — D|<h]=(xEeR"|lIIx = x°1 < h}. 
Î 11 


Soient À une application linéaire de R” dans R' et (a;)iell,m], jel1,n] 
sa matrice dans le couple de bases standard, de sorte que Ax est un vecteur 
n 


(dans R”') de coordonnées ©; ax; (i = 1, …, m) pour tout x € R”. Les espa- 
jai 
ces R” et R” étant munis de la nouvelle norme, posons 


Ps = {0e >0|lAxl < oelxl pour tout xe R'} 


et 
(1) LAN = inf P4. 
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Comme 
4x = max] À aux] < < 2 max > ail + x; < 
mM)l;=1 efl M] ; 
na m] À le al : max lx x = ee à lai;| - IxU, 
on a 
® max À [ay] € Pa, 
ie[lm) ; m1 


de sorte que P4 # ©. Tout comme dans 7.13, il en résulte que AI est 
une norme sur /(R", R”), LAxl > 141: 1x pour tout xe R”, IBAÏ < 
< IBI + 1AI pour toutes les applications À € /(R", R”') et BE /(R”, R'), 
et 7,1 = 1. En vertu de (1) et (2), 


(3) LAN < max à al. 


Montrons qu a réalité c’est LL égalité. En cas de À = 0, Cest évident. 


Soit 4 #0 et D laÿl = mex 2 D layÿl, de sorte que Giaie # 0 pour un 
j i 


entier jo € [1, nl. Roi Xj = Sgn se U = 1, …, n) et x = S xje/. Alors 
J=t 
IxÜ = |sgn a] = 1 et, en vertu de (3), 


n n n 
AI < max À la = 2 la = | Z aux] < LAxl < 1AÏ- xl = LAÏ, 
j=1 ; 


1EIl,m LR Jj= 1 
d’où 
n 
(4) LA = max >», la. 


La métrique engendrée dans R” par la nouvelle norme des vecteurs est 
liée à la métrique euclidienne par les inégalités suivantes : 


x — x°1 = max [x — S (x — PY < Vn:llx — x. 
im] 
C'est pourquoi, lorsque x tend vers x° pour l’une de ces métriques, il en 
est de même pour l’autre. En particulier, Ilx est une fonction continue 
(dans le sens usuel) des coordonnées x1, …, x, du vecteur x. Il en résulte 
que [LA Il est une fonction continue des éléments a;; de la matrice de l'appli- 
cation À. En effet, on voit de la formule (4) que AI est une fonction 
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composée obtenue de max lil (qui dépend continüment de ÿ1, …, mn) si 
t Mn n 

on y remplace tout y; par la somme correspondante 2;la;| (qui dépend 
J=1 


continüment de &G:;1, .…., Gin). Il est évident que 
[Q(x° ; h)] = {xeR"|Ilx — x < h]. 


2. Invariance de la quarrabilité 

Par la suite dans ce paragraphe, f désignera partout une application 
du plan de coordonnées II dans le plan de coordonnées II,, définie et régu- 
lière sur un ensemble ouvert D ; les points du plan Il seront désignés par 
la lettre w (munie parfois des indices) et leurs coordonnées, par les lettres 
u, v ; les composantes de l’application f seront notées /1 et 2, et la matrice 


fi . (de sorte que f1:(w) = 


jacobienne de f sera désignée par 


= D (w) et fi2(w) = a (w) et de façon analogue pour 21 et 22). 


21 22 


LEMME 1. Si C = [Q(w ; h)] C D, on a f{C) € [QU (wo) ; h’')] où 
h' = max lf'(w')l - h, de sorte que 


aire [QU/(Wo) ; h’)] = (max If (w')1) aire C. 
w'ecC 


Démonstration.Soitwe C,i.e. Îw — wi < h, de sorte que le seg- 
ment [wo, w] est contenu dans C. Conformément à la formule de Lagrange 
(voir théorème 9.2.1), 


fiCw) — fiwo) = fa (Wi)(u — uo) + fiz(wWi(v — vo) (= 1, 2) 


où W1, w sont des points intérieurs du segment [wo, w]. C'est pourquoi, 
Ji(w) — fi(Wo)| < (i(Wi)l + Wi2(wa)l) max {|u — wol, |v — wo} = 
= (f1(w)l + Vi(m))llw — wll 
et, par conséquent, 
WW) — f(wo)l = max {l/(w) — fi(wo)}, L2(w) — f2(wo)|} < 
< max {l/f1(Wm)] + i2m)|, L10w2)| + L22(W2)|}lw — woll. 


Comme w EC,ona 
a (w)| + L20w) | < max {L1(w°)] + L2(Ww")|) < 
< max max {lf1(w°)| + Di2(w 9), 20) + Da2wN = 
= maxi f" (W') (i = 1,2) 
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(où les valeurs maximales sur C existent puisque ji; sont continues et C 
est un compact), donc 


max {|f1(w1)| + Li2m)|, La1Cw2)] + L2m)I} < maxif" (WE. 
Par suite, 
Lf(w) — (wo) < max Ef'(w')ll- llw — wl. 


Si maintenant z € f(C), 1.2. z = f(w) où we C, on obtient 
1z — f(wo)l < max If'(w°)1 : Iw — wol < maxlf"(w0)1 -h=h!, 


ie. z € [QO(/(wo) ; h’)]. 


THÉORÈME 1. L'image f(x) de tout compact quarrable x C D est un 
compact quarrable. 

Démonstration. Pour x = @ l’assertion est triviale. Soit x # @. 
On entend par o (4, B), À, BC IL la distance de À à B pour la métrique 
euclidienne. Comme x C D et D est un ensemble ouvert, on a 
x NFr D = @. Puisque x est un compact et Fr D est un ensemble fermé, 
il en résulte d’après la propriété 3.2.5, 5° que pe = o(x, Fr D) > 0. Prenons 
un 0€ J0, ef arbitraire et soit 


x' = B(x ; à) = {wEII| o(w, x) < ô]. 


Vu que x C D et Ô < p, le théorème 3.3.4 dit que x’ CU (x; e) C D. 
Ceci étant, x’ est un compact d’après la propriété 3.2.5, 3°. Comme fi 
sont des fonctions continues, on obtient conformément à ce qu’il a été dit 
à la fin du n° 1 que | f’(w) est aussi une fonction continue et, par consé- 
quent, elle présente sur x ’ la valeur maximale. L'opérateur f’(w) étant non 
nul partout sur D parce qu’inversible, max If’ (w)l x 0. Puisque x est 


quarrable, il existe pour tout € > 0 en vertu du théorème 11.12 un r7eëN 
tel que 


(5) aire B,(Fr x) < €/ (max Lf" Cm). 


Ceci étant, on peut prendre 7 aussi grand que les diagonales des carrés 
de rang ñn soient strictement inférieures à Ô et alors B,(Fr x) C x’ (car tout 
point w € B,(Fr x) appartient à un carré de rang 7 ayant des points com- 
muns avec Fr x et, par conséquent, la distance de w à x est strictement 
inférieure à Ô). Soient Ci, …, Cn des carrés de rang #7 formant B,(Fr x) 
et soient w1, …, Wwm leurs centres, de sorte que C; = [Q(w; 27" !)]. 
D’après le lemme 1, f(C;) € [QU {(w) ; h;)] où 


h! = max lf'(w')1-277"!. 
w'eC, 
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Comme Fr/f{x) = f(Fr x) d’après le théorème 1 du $ 1, on a 


Fr fGx) € fBa(Erx)) = UC) € UIQUW) : 4/1 
| | 


= | i= 


Vu que B,(Fr x) C x”, 


aire U (QU) : 4°) < À aire (QU) ; HI] = 


i=l iæl 


“ ’ ’ 2 : , 2 Ç { PR 
= 2 (maxlS (w 1) . aire Ci < (max IL (w)ll) . ÿ aire Ci = 


isl 
= (max! f'(Ww)l) aire BA(Fr x) < €. 


Ainsi donc, la frontière de f(x) peut être recouverte par une figure quarrable 


m 
U [QU {w:) ; h; )] dont l'aire est aussi petite que l’on veut, ie. elle est quar- 
iml 
rable et son aire est nulle. En vertu du théorème 11.1.2, cela signifie que 
fL0) est une figure quarrable. Enfin, comme f est continue, /{x) est un com- 
pact d’après le théorème 3.2.6. 

3. Estimation de l’aire d’une image 

Il résulte en particulier du théorème 1 que l’image /(C) de tout carré 
C de la forme [Q(wo ; h)] est quarrable. On a de plus en vertu du lemme 1, 


(6) aire f(C) < (max If’ (w) 1) aire C. 
weC 


Cette estimation admet la généralisation suivante. 
LEMME 2. Tout carré C C II de la forme [Q(w ; h)] et toute transfor- 
mation linéaire non dégénérée A du plan I] vérifient l'inégalité 


(7) aire f(C) < |det A]: (max LA 7 THON -aire C. 


Démonstration. Comme A! est une transformation affine, le 


théorème 2 du $ 2 affirme que la figure À” ‘(b) est quarrable si # est 
une figure quarrable. Ceci étant, on a 


aire À  l(b) = |det À ” !| - aire &. 
Puisque = /(C) est une figure quarrable, on obtient 
(8) aire S(C) = |det A] : aire À ” ‘(S(C)). 


Mais À ” lfet f sont définies et régulières sur D, si bien qu’en appliquant 
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l'inégalité (6) à A7 'f, on peut écrire 
(9) aire 4 (AC) < (maxl(4” N'WIY .aireC = 
_ (max LA FMI) -aire C. 
weC 
Enfin, (8) et (9) entraînent (7). 
LEMME 3. Tout compact quarrable x € D vérifie l'inégalité 
(10) aire f(x) < [[ Idet.f’| 


Démonstration. Supposons que 6 et x’ soient définis comme dans 
la démonstration du théorème 1. En se donnant le nombre € > 0, on y 
prend un 7€ N tel que les diamètres de tous les carrés de rang 7 soient 
strictement inférieurs à Ô (d’où il résulte que B,(Fr x) C x’) et l'inégalité 
(5) soit satisfaite. On y établit que 


(BA (Fr x)) € UIQU(Ww;) ; h;)] où aire U[QU(Ww;) ; h')] < €. 
im] imi 
Vu que /(B,(Fr x)) est quarrable en vertu du théorème 1, il en résulte que 
(11) aire /(B,(Fr x)) < €. 
On a vu dans la démonstration du théorème 11.1.2 que les carrés de rang 


n qui ont des points communs avec x et qui ne sont pas contenus dans 
]x[, se coupent avec Fr x. C’est pourquoi, 


Ba(x) € Aux) U BA(Fr x), 
d’où 
(Ba(x)) € F(Aax)) US(BA(Fr x)). 


Puisque les trois figures sont quarrables, on a d’après la remarque au théo- 
rème 11.1.3, 


aire /(B:(x)) < aire f(Ar(x)) + aire f(B,(Fr x)) 
et, par suite, en vertu de (11) 
(12) aire /(BA(x)) — aire f(A,;(x)) < €. 
Si aire x = 0,on a A,(x) = @, d’où aire f(A4,(x)) = aire j = 0 et l’inéga- 
lité (12) devient aire /(B,(x)) < €. Comme x C B(x), on obtient (0 <) 
aire f(x) < € et, vu que cela est juste pour tout € > 0, aire f(x) = 0, si 


bien que l’inégalité (10) (même égalité stricte) est démontrée. Supposons 
maintenant que aire x > 0. Comme aire x = sup aire A,(x), A,(x) n’est pas 


vide pour un 7 suffisamment grand. Soient C1, …, C, des carrés de rang n 
qui forment 4,(x). Comme ils sont connexes et |det f”’| est continu, le théo- 
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rème de la valeur moyenne (voir propriété 11.4.3, 10°) dit qu’il existe des 
points w: € C; tels que 


[Lidet f”| = Idet f’ (w:)| - aire C:. 


En posant C = C; et À = f’(w;) dans l’inégalité (7), on obtient 
(13) aire f(C:) < jdet f’(w:)|(max IL’ (w)17 FO) aire C; = 


= (maxi m1" SG) + [Le der f'1 


Estimons I[f’(w:)] "7 !f'(w)llf — 1 où we C;. Etant des fonctions conti- 
nues, lf’(w)ll et 1f’(w)] 7 ‘1 présentent sur x leurs valeurs maximales, par 
exemple c et g. Vu que Ci € A,(x) C x et en prenant en considération que 
la norme de la composée d’applications linéaires ne dépasse pas le produit 
de leurs normes et que la norme de l’opérateur identique est égale à 1 (voir 
n° 7.1.3, propriétés 5° et 6°), on a 


(4) [IDF GW) S'CWE — 11 = 
= (IF WT SM + DIS Cm S'OWI — 11 < 
RS I FE 0072) ie EE PM CO ES ELEC) CO ENT FAC) AC LIE< 
< (cd + 1)-Uf'(w)17 S'Cw) - D'(W)]1 7 J'Oml < 
<(cd+1)-dlf'(w) — f'(m)l. 
Etant continu, l’opérateur f’(w) est uniformément continu sur le compact 
x, de sorte que Ô peut être considéré aussi petit que l’on ait 
(15) (w, w'Ee x et Iw — w’[ < 6) = 
= 1" (w) - F'(wW)I < 


€ 
(cd + Da! Idet f’| 
(le second membre de l’inégalité a le sens car d # 0 puisque [f’(w)]”! # 0, 
et ([ idet f”’| # O d’après la propriété 11.4.3, 8’° puisque |det f’| > 0 et 


est continu et que ]x[ # ). Comme w et w; sont contenus dans C: et 
CG € x, la prémisse de l’implication (15) est vraie et c’est pourquoi il résulte 
de (14) que 


LS" Cw)] 7 S'(WIE — 11 < TI pour tout wE€ Ci, 
et f” 
d’où 
Il ’ —lr ]\? 1 € : 
(max IL" (1 FMI) < 1 + 172 


14-619 
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En substituant cette inégalité dans (13), on obtient 


aire (Ci) < (1 + EPSTE . (| Idet f”| (i = 1, …, D) 
e 
” C 


et, par conséquent (puisque A,(x) C x), 
P 


(16) aire f(A,(x)) = > aire /(C:) < 


im 


< (1 + ar) lee < (| Idet f’| + €. 


a(x) 


En additionnant (12) et (16) et en prenant en considération que x C B,(x), 
on obtient 


aire f(x) < aire f{B,(x)) < (| Idet f'| + 2e, 


d’où il résulte (10) en vertu de ce que € est arbitraire. 

4. Aire de l’image. Coefficient de déformation des aires 

LEMME 4. Si F est une fonction réelle bornée et positive sur un com- 
pact quarrable o € f(D), on a 


(17) [LF = {| QE °PIdet F1. 


Démonstration. Notons avant tout que d’après le théorème 1 du 
$ 1, g = f” ! est régulière si f est régulière, de sorte que x = f” ‘(o) est un 
compact quarrable d’après le théorème 1. La fonction F étant bornée sur 
o, il en est de même pour (F.f)|det jf’ | sur x en vertu de la continuité de 
det /’, si bien que le second membre de la formule (17) a le sens. Soit T 
une partition quelconque du compact o en 01, …, On. Soient M; = inf Fet 


g(ai) = xi (de sorte que oi = f{xi), x: sont des compacts quarrables et 
n 

Ü x: = x). Comme F > 0, on a m:; > 0 et, en vertu du lemme 3, 

im 


(18) 57 = D maire = >} maire f{xi) 
i=l iml 


n 


< 2, mu ||, Idetf’| = > [[, wuldet f'|. 


im] im] 
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Vu que mm = inf (Fof), on a mildet f'| < (Fo fidet f’|sur xi, ce qui 


implique 
[f mildets'1 = [], mildet fl < [], Fender]. 


Or, si i # j, on obtient en vertu du théorème 1 du $ 1 que 
Ji Bol = Je) ]e(o;)l = g0oDN go) = Gal ]oD=2(d)= GS, 


de sorte que x; et x; n’ont pas de points intérieurs communs. Par suite, 
d’après la propriété 11.4.2 (ID, 


n 


sT < 2 [| FeN|def'| = [| Fefidet f| 


et donc on a aussi 
(19) ([ F= sup 57 < [| Fo fldetf'|. 
0 T x 


Puisque g est régulière, l’inégalité analogue est vérifiée par toute fonction 
réelle bornée positive G sur x : 


(19°) [[.G < ff (Ge g)det 81. 


SiG = (F° f)idet f’ |, on a (G ° g)|det g’| = F En effet (en prenant en con- 
sidération la formule de dérivation de la composée d’applications et le fait 
que les fonctions f et g sont réciproques l’une de l’autre et que le détermi- 
nant de la composée d’applications linéaires est égal au produit de leurs 
déterminants), on a pour tout z € /(D) 


G(eG))idet g’(2)| = FU(()))idet J’(g(2))] Idet 8” (z)| = 
= F(2)ldet(f'(8())g"(z)| = F(z)idet(f ° g)'(2)| = 
= F(2)|det 1, (2)| = F(z)ldet 1] = F(2). 
Ainsi donc, il résulte,en particulier de (19), que 
(20) [[ (Fo fldet f'| < [LF. 


Les inégalités (19) et (20) donnent l'égalité (17). 
Maintenant, on peut renforcer sensiblement le lemme 3. 
THÉORÈME 2. Tout compact quarrable x C D vérifie l'égalité 


(21) aire f(x) = ([ Idet f’|. 


14° 
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Démonstration. En posant o = f(x) et F = 1 dans (17) (de sorte que 
Fof= 1), on obtient 


aire f(x) = aire o = il 1 = ([ 1] = ([ (1 ° f)ldet f’| = 


= [f .Idet f”| = Ïf. idet f”|. 


— 
« 


EXEMPLE 1. Soit à calculer l’aire de la figure o limitée par les hyperboles xy = 1, xy = 2 
et les paraboles y? = x, y? = 2x. Cette figure est située dans le premier quadrant ouvert du 
plan (x, y) (voir fig. 42). Considérons une application g du premier quadrant dans le plan 
(u, v), ayant des composantes données par les formules 


2 
u = Xy, = +. 


Elle est continüment différentiable et 


Y x 
2 

det g'(x, y) = Du = y?  2y A a 0 
Se 


En outre, g est injective puisque x? = u?/v et y? = uv. Ainsi donc, g et, par conséquent, 
l 


detg’(x, y) 30 
a a = f(x) où x est un carré du plan (u, v) limité par les droites u = 1, u = 2, uv = 1, u = 2. 
Par conséquent, la figure a est quarrable selon le théorème 1 et 


l'application / qui lui est inverse, sont régulières et det f’(u, uv) = 


d’après le théorème 2. 


Fig. 42 
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COROLLAIRE. On a ————— — |det f’(wo)| quand x se réduit en un 


es 
aire 


point wo € D, ie. pour tout ne quarrable x C D 
(ve > 0)(36 > O(aire x # 0, wo € x et diam x < 6) = 


aire f(x) 


aire x 


— |det f’(wo)| 
En effet, comme |det f’| est continu au point w, on a 
(ve > 0)(36 > O)(Vw E D'(d(w, wo) < 6) = 
= [det f”(wo)| — e < |det f’(w)| < [det f’(wo)| + €. 


Si aire x # 0, Mo € x et diam x < 6, de sorte que d(w, wo) < ô pour tout 
w€ x, on obtient d’après la propriété 11.4.3, 9° que 


Idet (wo) — 6 < — 1 (| et ft) + € 


aire x 
et, par conséquent, en vertu du théorème 2, 


aire f(x) — |det f’ (Wo )| | - Le Idet f”| = idet f’ (wo)| 


_airex aire x 


REMARQUE. Si f est une application affine, on obtient en vertu du théo- 
rème 2 du $ 2 que AreJC9 = |det f’(wo)|. D’après ce qui vient d’être 
démontré, cette égalité n’est remplie que d’une façon approximative pour 
une application régulière f arbitraire. Plus diam x est petit, et plus cette 
approximation est précise. Le nombre |det f’(wo)| est appelé coefficient de 
déformation de l'aire au point w par l’application régulière f. 


$ 4. Formules de changement des variables 


1. Changement des variables par une application régulière 
LEMME 1. Toute fonction F réelle bornée sur un compact quarrable 
o C S(D) vérifie les égalités 


(1) [LF= 1. ŒePidetf'| 


@) [Lr= ff, Œepides'|. 
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Démonstration. La condition de F positive n’a été nécessaire dans la 
démonstration du lemme 4 du $ 3 que pour obtenir le signe < dans la 
formule (18). Or le théorème 2 du $ 3 affirme que la formule (18) est vraie 
indépendamment de cette condition même si on y remplace < par =. Puis- 
que aire /(xi) = LE Idetf’|, on a 


59 = >; maire f(x) = > ([ mildet f” | 
im! iml  * 
pour toute F bornée. Le résultat obtenu permet de poursuivre les raisonne- 
ments donnés dans la démonstration du lemme 4 du $ 3 pour établir la 
validité de l’égalité (1) pour toutes les fonctions F bornées. Quant à l’égalité 


(2), on l’obtient de (1) en vertu de la propriété 11.4.1 (II) par substitution 
de -Fà F: 


r=-ffep=- ff. trenldes|= [,.,,Œefidets'| 


Le théorème suivant résulte directement du lemme 1. 

THÉORÈME 1. Soit f une application du plan T1 dans le plan Il, qui 
est définie et régulière sur un ensemble ouvert non vide D et soit o un 
compact quarrable contenu dans f(D). Une fonction F est intégrable sur 
o si et seulement si la fonction G = (F° f)det f’ | est intégrable sur f” "(o). 
Ceci étant, on a alors 


(3) [ [F= | 6 = ie (Fo fidet f’|. 


2. Applications quasi régulières 

La formule (3) reste en vigueur même si l’on affaiblit un tout petit peu 
la condition imposée à f d’être une application régulière. 

DÉFINITION 1. Soient II et II, des plans de coordonnées (qui peuvent 
par là même être identifiés à R?). Une application f de II dans II, sera 
dite quasi régulière sur l'adhérence [D] d’un ouvert non vide D si: 1) f 
est continüment différentiable sur un voisinage D’ de l’ensemble [D] ; 2) 
det f’(w) # 0 sur D ; 3) f est injective sur D et 4) x NFr D est une figure 
d’aire nulle pour tout compact quarrable x C [DI. 

Il est évident que j est alors régulière sur D. 

EXEMPLE 1. Soient II et Il:, deux plans rapportés respectivement aux 
coordonnées cartésiennes 7, w et x, }, et soit 


D={(r, pp EN r>0,0<gp<2r}, 
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Fig. 43 


de sorte que [D] = {(r, #)EI|r 20,0 < 6 < 2x} (fig. 43). L'application 
f : II — Il, de composantes x = r cos w, y = r sin # est continûment diffé- 
rentiable et son jacobien det f’(r, &) = r # Osur D. Si (ri, w)EeD (i= 1, 
2) et J{r1, e1) = (2, e2), ie. 


(71 COS gr, F1 Sin 1) = (r2 COS 2, F2 Sin 2), 
on a 
2 _ 2 . 2 — 2 « 2 2 
ri = (cos g1) + (r1sing1)" = (72 cos 2) + (mn sinw2)" = r2, 
d'où 71 = r2 (puisque r1r2 > 0) et alors 
(cos 41, Sin g1) = (cos 2, sin 2), 


d’où il résulte que 1 et y2 se distinguent par un multiple pair de x et, 
comme [1 — w2| < 27, On a g1 = y2. C’est pourquoi, f est injective sur D. 
Enfin, Fr D comprend le segment {(0, &)| 0 < y < 2x} de l’axe # et les 
demi-droites {(r, 0)| r > 0} et {(r, 2x)| r > 0)}, de sorte que la condi- 
tion 4 de la définition 1 est aussi vérifiée. Ainsi, f est quasi régulière sur [D], 
et /([D]) = Il. Notons que f n’est pas injective sur [D] car (/{r, -+) = 
= f(r, x) et JO, p) = 0. 

3. Invariance de la quarrabilité par une application quasi régulière 

Dans les n° 3 et 4, II et Il: désigneront des plans de coordonnées, et 
D, un ensemble ouvert non vide dans II. 

THÉORÈME 2. Si une application f : II — II, est quasi régulière sur 
[D], l’image f(x) de tout compact quarrable x contenu dans [D] est un 
compact quarrable. 

Démonstration. Soit x un compact quarrable contenu dans [D] et 
soit U([D] ; ç) un voisinage D’ de l’ensemble [D] sur lequel f est continü- 
ment différentiable. Vu que f est continue sur x, f(x) est un compact. Si 
x NFr D = @, ie. x C D, f{x) est un compact quarrable d’après le théo- 
rème 1 du $ 3 puisque f est régulière sur D. Soit x Fr D # @, de sorte 
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que B,(x N Fr D) À @ pour tout nr € N. Posons x’ = B(x, 6) où 6 € ]0, el; 
conformément à la propriété 3.2.5, 3°, x’ est un compact, et comme Ô< 0, 
on a x’ C D’. A son tour, B,(x NFr D) € x’ pour tout n suffisamment 
grand tel que les diagonales des carrés de rang n soient inférieures à ô (car 
tout point w € Ba(x Fr D) appartient à un carré de rang n ayant des points 
communs avec x et est alors éloigné de x à une distance <ô). Soit 
wo € xX\N\ Fr D. Comme xNFrDC]B.(xNFrD)[, on obtient que B,(x 
N Fr D) et, à plus forte raison, x’ sont des voisinages du point w € Fr D, 
de sorte que x’ a une intersection non vide avec D. Par suite, If’(w)ll # 0 
sur x’ en vertu de la condition 2 de la définition 1, et Cest pourquoi 
max |f’(w)ll (qui existe en vertu de la continuité de 1f’(w)ll) est stricte- 
WE x” 


ment positif. Etant donné que aire (x Fr D) = 0, on obtient pour chaque 
e > 0 et pour tout 7€ N suffisamment grand : 


(4) aire Ba(xNFr D) < e/(max | s'y). 
WEx ” 


Soit n, le plus petit de tous les 7 € N qui vérifient cette inégahté et l’inclu- 
sion Bh(x N Fr D) C x’. Vu que x C D’ et f'est continüment différentiable 
sur D’, le lemme 1 du $ 3 (fondé sur la seule différentiabilité continue de 
f) implique 


S(Bne (x NFr D)) C U [QUCwW:) ; hr)], 


où w; sont les centres des carrés C; de rang n formant B, (x NFrD), et 
h;' = max If'(w)l:-27*7!, Comme B,, (x NFr D) C x’, on a alors 
weEC: 


ire {Ex (x NFr D)) < Ÿ° aire [O(w) : H! )] = 
ES | 


= (max If (WI) aire G < (max If (MW) D aire CG = 
WwWEx” ; 


i= 1! weC; {= 


: (max Lf'(w)l)” aire Br (x NFr D) < &. 


Posons maintenant x, = x \]B, (x\NFr D)[. En tant que sous-ensemble 
fermé d’un compact, x, est un compact et, en tant que différence des figu- 
res quarrables, c’est une figure quarrable. On a de plus x, € x X (xN 
NFr D) C D. Par conséquent, f(x.) est un compact quarrable d’après le 
théorème 1 du 83. Vu que x, C x C x; UBy (xNFrD) on obtient 
f(xe) C O0) € fx) VS(Br (x N Fr D)) et Cest pourquoi 


(5) aire f(x.) < aire f(x) < aire f(x) < 


< aire f(x.) + aire f(BA (x N Fr D)) < aire /{x,) + €, 
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d’où (0 < aire f(x) — aire /(x) < €. Puisque € est arbitraire, on en con- 
clut que aire f(x) = aire f(x), de sorte que f(x) est un compact quarrable. 
4. Changement des variables par une application quasi régulière 
LEMME 1’. Supposons que les hypothèses du théorème 2 soient satis- 
faites et que x soit un compact quarrable dans [D], de sorte que f(x) est 
un compact quarrable d'après le théorème 2. Toute fonction F réelle bornée 
sur f(x) vérifie alors les égalités 


a”) [[ ,F= ff onde! 
— f{x) — X 
@') TL F= Te Nidets'1. 


Démonstration. Gardons les notations introduites pour la démonstra- 
tion du théorème 2. En vertu du théorème 11.1.4 et des inégalités (5), on a 


aire [/(x) X /{x,)] = aire (x) NX f(x,)) = aire f(x) — aire f(x,) < €. 


D'autre part, il existe par hypothèse un C > 0 tel que |F] < Csur f(x). Par 
conséquent, en vertu des propriétés 4° et 11° de l'intégrale double, 


F - F| = F| &<C,; 
Ml. j CA) | Das )] | L 
d'où il résulte que 
6 F= F. 
@) il, ae ne 


De façon analogue, en utilisant l'inclusion x X x, € By, (x N Fr D), ainsi 
que l'inégalité (4) pour n = n, et le fait que la fonction (F° f)|det f’| est 
bornée sur x, on démontre que 


(7) ([ (Fo fildet f’| = lim il (Fo f)ldet f’|. 
c—0 — *e 


—X 


Comme x, C Det f est régulière sur D, on obtient d’après le lemme 1 que 


(8) [L, F= ff Œenider. 


Xe 


L'égalité (1’) résulte des formules (6) à (8). Enfin, tout comme à la fin 
de la démonstration du lemme 1, on obtient (2°) de (1°) par substitution 
de -FàaF 


Le théorème suivant découle directement du lemme 1’. 
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THÉORÈME 1’. Soit f: II — Il, une application quasi régulière sur 
l'adhérence [D] d'un ensemble ouvert non vide D et soit x un compact 
quarrable dans [D], de sorte que f(x) est un compact quarrable d'après 
le théorème 2. Une fonction F est intégrable sur f(x) si et seulement si 
la fonction (F° f)\det f’| est intégrable sur x. Ceci étant, on a 


(9) [Lo r = Fe Pidetf'|. 


EXERCICE 1. Soit f une application de II dans Il: définie sur un ensemble ouvert non 
vide D et satisfaisant aux conditions suivantes : 1) f est continôment différentiable et #0, 
2) l’intersection de l’ensemble 


K = (we D|det f’(x) = 0) 
avec tout compact quarrable x C D est une figure d’aire nulle et 3) f est injective sur D NX K. 
Démontrer que l’image /(x) de tout compact quarrable x € D est un compact quarrable et 


que la fonction Fest intégrable sur f{x) si et seulement si la fonction (F . f}idet /’| est intégra- 
ble sur x. Montrer qu'on a dans ce cas la formule (9). 


S. Passage aux coordonnées polaires dans l’intégrale double 


Soient I1 et Il: deux plans rapportés respectivement aux coordonnées 
cartésiennes 7, @ et x, y et soit 


D={(r, p)elr>0, 0<g< 2x). 


On a vu dans l'exemple 1 que lapplication j : II — Il, de composantes 
X = r COS y, } = r sin # est quasi régulière sur [D] et que det f”’(r, &) = r. 
Pour cette raison, 1l résulte du théorème 1’ que tout compact quarrable 
x C [D] et toute fonction F intégrable sur f(x) vérifient la formule 


(10) rs FC y) dx dy = {f F(r cos ®, r sin @) r dr de. 


EXEMPLE 2. Soit à calculer le volume F d’un corps découpé dans la boule 
X + ÿ? + 7 < a? (où a > 0) 


par la surface x? + y? — ax = 0, ie. par le cylindre circulaire droit 


(- : ) A (y 


Puisque y et z ne sont que du deuxième degré, le corps envisagé est symétrique par rapport 
aux plans de coordonnées y = 0 et z = 0, de sorte que le problème se ramène au calcul du 
volume V/4 d’une portion %° du corps, qui est située dans le premier octant fermé {(x, y, 
z) x 20, y > 0, z > 0] (fig. 44). Vu que 7 est le sous-graphe de la fonction F{(x, y) = 
= Va? - x? - y? sur un demi-disque o du plan (x, y) donné par les inéquations x? + 
+ y? — ax < 0, y > 0, on obtient d’après le corollaire du théorème 11.3.1 que.” est en effet 
cubable et que 


V/4 = vol 7 = il Va? - 2 - y? dxdy. 
Lei 
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wi 


T=a cos p 


a r 


Fig. 44 Fig. 45 


Mais o est une image du sous-graphe x (du côté de l'axe w) de la restriction de la fonction 
a cos # au segment [0, x/2] (fig. 45) par une application / envisagée plus haut. Comme f 
est quasi régulière sur l’ensemble 


[D] = (Gr, HE r20,0<vw<27+) 


(exemple 1) et x est un compact quarrable contenu dans [D], on a d’après la formule (10) : 


LI 
z cosy 


V/4 = [[ Ve - 7 r dr de = Va? - À r dr dy. 


En transformant l'intégrale intérieure par la substitution u = Va? - r, on obtient 


a cos » 
3 


0 
Va? - À rdr = ua du ti 2 sin) 
3 
0 a sin » 


Par conséquent, 
#/2 


4a? 4a x 2 
ns L'on (Tee). 
3 [< Re ( 3 

0 


EXERCICE 2. Montrer que les propriétés figurant dans l'exercice 1 sont vérifiées pour 
l'application / de l'exemple 1 et pour l'ensemble 


D={(r, EN a<p<a+ rl), 


a étant quelconque. Utiliser ce résultat pour résoudre le problème envisagé dans l'exemple 2. 


CHAPITRE 13 


INTÉGRALE TRIPLE 


$ 1. Notion d’intégrale triple 


1. Intégrales inférieure et supérieure. Intégrabilité 

La notion d’intégrale double donnée dans le chapitre 11 est fondée sur 
la notion de compact quarrable. De façon analogue, la notion d’intégrale 
triple sera fondée sur la notion de compact cubable 

On appelle partition d'un compact cubable v toute représentation de 
ce compact sous la forme de la réunion d’une famille finie (w),e1 4] de 
compacts cubables dont les intérieurs sont disjoints deux à deux. Les com- 
pacts vw. seront appelés éléments de la partition, le volume de v, sera noté 
Avr. Le plus grand diamètre dr des éléments de la partition T est appelé 
diamètre de cette partition *). L'ensemble de toutes les partitions du 
compact cubable v possède toutes les propriétés de l’ensemble 7 des par- 
titions du compact quarrable o, qui ont été établies au n° 11.3.1. 

Soit f une fonction bornée arbitraire sur un compact cubable v et soit 
T une partition de v en wi, ..., un. Les sommes 


n n 
ST= }»; med,  Sr= ),; MxAw, 
k=I ks=l 
où mt = inf f, Mr = sup j s'appellent respectivement sommes inférieure 
Ur Uk 


et supérieure de f correspondant à 7: Tout comme dans le cas bidimension- 
nel, on démontre que sr < Sr. pour toutes partitions 71 et 72. Il s’ensuit 
que : 
1) la borne supérieure de la famille (sr)... de toutes les sommes infé- 
GES TV 


rieures est finie. On l’appelle intégrale inférieure de la fonction f sur v et 
on la note [LS 


2) la borne inférieure de la famille (sr)... de toutes les sommes supé- 
rieures est finie. On l’appelle intégrale supérieure de la fonction f sur v 


*) La notion de diamètre d’un ensemble de tout espace métrique est donnée au n° 11.3.1. 
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et on la note LIRE 
3 [LS < ff 


Si ([L f = NT, f, on dit que f est intégrable sur v et que la valeur 


commune de ses intégrales inférieure et supérieure est l'intégrale triple de 
la fonction f sur v ; elle est notée 


(TL, y, z)dxdydz, ou fi fdv, ou encore (I f. 


U U U 


L'intégrale triple possède les propriétés analogues à celles de l'intégrale 
double décrites aux 88 3 et 4 du chapitre 11 et qu’on démontre de la même 
façon (à condition bien sûr de remplacer partout un élément quarrable par 
un élément cubable et, d’une façon plus générale, une figure plane par un 
corps). En particulier, foute fonction continue sur un compact cubable est 
intégrable. 


2. Intégrale triple de Riemann 
Soient f une fonction bornée sur un compact cubable v et T une parti- 
tion de v en 1, ..., Un. La somme 


S7= = 2 J(Ex)Atk, 


où # est un ensemble de points £ choisis arbitrairement dans chaque w, 
est appelée somme de Riemann de f attachée à la partition (7, =). On 
dit que f est intégrable au sens de Riemann sur v si s,- tend vers un nom- 
bre 7 lorsque dr — 0, iï.e. 


(Ve > 0)(G6 > O)(VT, Æ){dr < 6) = fs: — 1] < €). 


Le nombre J est alors appelé intégrale triple de Riemann de la fonction 
f sur v. Tout comme en dimensions un et deux, on démontre que j est inté- 
grable au sens de Riemann si et seulement si ses intégrales inférieure et 
supérieure coïncident sur v et que l'intégrale triple de Riemann de la fonc- 
tion jf sur v est alors égale à leur valeur commune. 


$ 2. Calcul de l'intégrale triple par intégration répétée 


Le calcul des intégrales triples pour certains domaines d'intégration et 
fonctions se ramène au calcul successif d’intégrales simples et doubles. 


222 INTÉGRALE TRIPLE (CH. 13 


1. Calcul de l'intégrale triple sur un corps cylindrique 

THÉORÈME 1. Soit o un compact quarrable dans le plan xOy et soit 
[c1, ©] un segment de l'axe z. Si une fonction f(x, y, z) est intégrable sur 
le corps cylindrique v = ao X [c, ©] ef si pour tout point donné (x, y) € a 
elle est intégrable sur le segment {c1, ©] en tant que fonction de z, la fonc- 


tion 
a 


gx, y) = | f(x, y, 2)dz 


est intégrable sur o et 
o 


[TI = [Le _ [ (ire }, D de) dx dy. 


€ 


Démonstration. Elle est analogue dans l’ensemble à celle du théorème 
11.5.1. Soient 71 une partition de o en 0; (€ [1, m]) et 72 une subdivision 
du segment [c1, ©] par des points z; (/ € [0, n]), de sorte que 


= D<A1<... <Tn-1< Zn = QC. 


Posons 
Vÿ = oi X [3j, Z+1] GE T1, m], JE [0, n — 1]) 


(fig. 46). D’après le théorème 11.2.1, les corps cylindriques w; sont cubables 
et Avi; = (zj+1 — Zj)Aoi. Leur compacité résulte aisément de la compacité 
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des ensembles o: et [z;, 4+1]. Il est aussi évident qu'ils n’ont pas de points 
intérieurs communs et que leur réunion est égale à v. Ainsi donc, v;; sont 
les éléments d’une partition 712 du corps v. Soient enfin 


my = int j, My = Sup j, mi = inf g, Mi = sup £. 
dy c, 


vy 0; 


Vu que mi < Â(X, y, 27) < My pour tout (x, y, z)E vw, on a 


C2 


<}+1 
myAz < | fx, y, 2) dz < My, 


9 


pour tout (x, y) € si. C’est pourquoi, 


n+l n+12,+: n—1 
> myAy< ZX | Six, y, Ddz = 8x y) < X Mia 
j=0 j=0 z j=0 


pour tout (x, y) € oi, d’où il résulte que 


n—I! n—1 


D MmiAy <m<M < };, MyAz. 


j=0 j=0 


En multipliant chaque membre de cette triple inégalité par As: et en faisant 
la sommation par rapport à /, on obtient 


m n—]1 m n-1 
D sP= 2 ZmAgaa< sf <5P< 3 D MiAzao=5sf. 
imlj=0 imlj=0 a 


Vu que f est intégrable sur v, on a 


(ve > OJ26 > OXNTEZ}(ar < 8 = 5 - 57 


Or dr, = max V(diam o:)? + AZ <5 si dr, < 6/V2 et dr, < 8/V2. 
Par conséquent, 
sp _ sP < € 


et donc, en vertu de (1), on obtient à plus forte raison : 
Je ) 
sÿ SP <E. 


Puisque € est arbitraire, cela signifie que g est intégrable sur 5, si bien qu’on 
a à la suite de (1) : 


< €). 


se [fee 


0 


La double inégalité 


se << 


(4 
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étant aussi vraie, on en conclut que [IT f— ([ 8| < € pour tout € > 0, ie 
V 


0 


THÉORÈME l’. Soient o un compact quarrable dans le plan xOy 
et [c1, ©] un segment de l'axe z. Si une fonction f(x, y, z) est intégrable 
sur le corps cylindrique v = © X [c, ©] et si pour tout z € [c1, ©] fixé elle 
est intégrable sur o en tant que fonction du point (x, y), la fonction 


h(z) = [[ fix, », 2) dx dy 


0 


est intégrable sur le segment [a, ©] et 
C 
Wf= Î (HF y, D dxdy) dr 
U C, n) 


Démonstration. Elle est analogue à la démonstration du théorème 1. 
On a maintenant 


m, = infh, M, = suph Used LD, 


(5, 441] (41) 


les autres notations restent les mêmes. Comme mi; < f(x, y, z) < M; pour 
tout (x, y, z)E vi;, on a 


MiA0i < (| f(x, y, 2) dx dy < Mi;o 


0, 


pour tout z€[z;, z+1], d’où 


m m 
>; myAoi < h() < }} Mio: 


i=l i=i 
pour tout zE[z;, z;+1] et, par conséquent, 
m m 
SO mjAo <m <M;< }, Midoi. 
i=i im 


En multipliant chaque membre de cette triple inégalité par Az; et en faisant 
la sommation par rapport à /, on obtient 


sp < sh < 5 <5ÿ, 
d’où, tout comme dans la démonstration du théorème 1, il résulte que l’inté- 


grabilité de f sur v entraîne celle de hÀ sur [c, «] et que leurs intégrales 
coïncident. 
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Il est évident que toute fonction f continue sur v satisfait aux hypothèses 
des théorèmes 1 et 1’. 

2. Calcul de l'intégrale triple sur un volume compris entre deux graphes 

THÉORÈME 2. Soient Ÿ\ et #2 des fonctions continues sur un compact 
quarrable o du plan xOy et soit Y1(x, y) < Ÿ2(x, y) pour tout (x, y) € o. 
Alors le corps 


= {(x, y, z)E Rx, P)Eo et  Valx, y) < 2 < Valx, })) 


est un compact cubable. Si une fonction f(x, y, z) est intégrable sur v et 
si pour tout point fixé (x, y)€ o elle est intégrable sur le segment 
[V1(x, y), Y2(X, y)] en tant que fonction de z, la fonction 


Valx, y) 
(2) gx, »»= | JG, y, 2)dz 
Va(x, y) 


est intégrable sur © et 


Valx, y) 
G) ire [fes (f (D 7e » a4c) dd. 
v c 0 Vi(x, y) 
Démonstration. En tant que fonctions continues sur un compact, ÿ:1 
et Ÿ2 sont bornées sur o. Soient c et d des nombres quelconques satisfaisant 
aux inégalités © < Y1(x, y) et d > ÿ2(x, y) pour tout (x, y) € os. Posons 


"= 0oxlc, d] 


(fig. 47). Il suit du théorème 11.2.1 que v” est un corps cubable, de sorte 
que sa frontière est de volume nul. Par conséquent, sa partie 


F= {(, y, DER°|(X Y)EFra et Yi(x, y) < z < Va(x, })) 


possède la même propriété. Or la frontière de v est la réunion de et 
des graphes des fonctions y. et ÿ2. Ces fonctions étant intégrables sur a 
(voir théorème 11.3.2), leurs graphes sont des corps de volume nul (voir 
corollaire 2 du théorème 11.3.1). Pour cette raison, la frontière de v a un 
volume nul et, par suite, v est cubable. En outre, puisque les fonctions Y: 
et ÿ2 sont continues et o est fermé, on obtient (tout comme dans la démons- 
tration du théorème 11.5.2) que v est fermé. Donc, v est un compact cuba- 
ble. Posons 


_ (JC, }, 3) sur v, 
fe, }, 2) = f 0 sur v Nu 


et vu’ = [v” X v], de sorte que v’ = v{Uu; où 


V; _ {(Xx, } z) € R°|(x, }) €o et C<2Z < ÿi(x, »)}, 
u3 = {XP D'ER|(X PE et 2x M <2z<d]. 


15-019 
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En raisonnant comme dans la démonstration du théorème 11.5.2, on 
s’assure que f” satisfait aux hypothèses du théorème 1 (à condition de rem- 
placer f par f” et v par vu”) et que 


HIS = II = TI (ire y, pd) dx dy = 


= [| ( " ” JC, pd) dx dy. 


Va(x, y) 
EXEMPLE 1. Calculons l'intégrale Ïf[ z dx dy dz où v est l’intersection 


des boules x? + y? + z? < 1et x? + y? + (z — 1)2 < 1 (fig. 48). La surface 
de la moitié supérieure de la première boule et celle de la moitié inférieure 
de la deuxième boule sont respectivement exprimées par les équations 


=VI-x-p et z=1-V1-x- y 


et se coupent suivant la circonférence 


6 2 


C'est pourquoi, v est une « lentille » limitée par les graphes des fonctions 


hG M=l1-VI1-x7- y? et 2x, y) = V1 — x — y? 


[cs }, DER? x? + y? = 2 et 2-3) 


définies sur le disque o = C M'ER‘|x +7? < à . Par conséquent, on 
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a suivant le théorème 2 : 


Vi x2- y? 


fou [[( TT sue 


1-V1-x2- y 


C7 Je 


Le passage de la dernière intégrale en coordonnées polaires (voir n° 11.4.5) 
donne 
V3 
2x 


2 
: 1 1 nn 
[Terra - | | (Mi r 2)r# dy 54 
v 0 0 


Le théorème 2 ramène le calcul de l'intégrale triple au calcul de l’inté- 
grale simple et puis de l’intégrale double. On verra plus tard que la valeur 
de l'intégrale triple peut, dans certaines conditions, être trouvée au moyen 
du calcul consécutif de trois intégrales simples (d’où la dénomination 
« intégrale triple »). 

Désignons les points (x, y)€e R°? par une seule lettre y et écrivons 
(u, z) au lieu de (x, y, z) respectivement. 

LEMME I. Soient et 2 des fonctions continues sur un compact o 
de R° et Y1(u) < ÿ2(u) pour tout u € o. Si f est une fonction continue défi- 
nie sur le corps 


v = {(4, 2)ER°|ueo et y1(u) < z < #r(u)}, 


la fonction 
V,(u) 


g(u)= | fu, 2)dz 
Vi(u) 


(définie pour tout u € o) est continue sur 0. 

Démonstration. Tout comme dans la démonstration du théorème 2, 
on choisit des nombres c et d satisfaisant aux inégalités c < ÿ1(u) et 
d > ÿ2(u) pour tout u € o et on pose v” = o X [c, d], de sorte que vu C v. 
Par hypothèse, jf est une fonction continue sur v. On prolonge f à une fonc- 
tion continue F sur uv”. Cela peut être fait par plusieurs moyens, par exemple 
on pose, pour tout point (u, z)Eu', 


Ju, Vi(u)) si z< Y1(u), 
Fu, 2) =  f{u, 2) Si Vÿi(u) <z< au) (ie. (u, 7) € v), 
(u, Y2(u)) si z > Y2(u). 
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En effet, il est facile de vérifier que dans ce cas on a 
Fu, 2) = fu, min {max (2, d1(u)}, Y2(u)}), 


de sorte que Fest continue en tant que composée des fonctions continues”) 
V1, V2, max, min et j. Soient # un point fixe et w un point variable du 
compact o. Comme F coïncide avec f sur w, il vient 


Ÿ,(u) v,(u,) 
(4) g&@)- 8) = | Flu, 2)dz- [| F(w, 2)dz = 
vi(u) Vi (wo) 
V, (0) v,(u,) Ÿ,(u) 
= Î [F(u, 2) — Fu, 2)] dz + [ F(u, 2) dz + | F(u, 2) dz 
Vi(uo) V1(u) Va(uo) 


où les trois dernières intégrales ont un sens puisque les bornes d’intégration 
sont dans [c, d] et donc le point (w, z) de chaque expression à intégrer 
appartient à v” (bien qu’il puisse ne pas appartenir à v) et F (à la différence 
de f) est définie et continue partout sur vu”. Vu que v” est un compact, 
F est uniformément continue sur vu”. Il s'ensuit que pour € > 0 donné il 
existe un ô1 > 0 tel que lu — uoll < ô1 implique 


_ EE 
|F(u, Z) — F(wo, Z)| < 3[Ÿ2(u0) — V1(Uo) + €] 


pour tout z € [V1(40), Y2(40)]. En outre, F est bornée sur uv”, [F(u, 2)| <C 
pour tout (4, z) € v”. Puisque W. et 2 sont continues, il existe pour le même 
e un 6 > 0 tel que lu — uoll < 62 entraîne 


Go) — il < et |V2(u) — duo) < D 


Il résulte alors de (4) que si lu — uol < min {ô1, à}, on a 


Vo) 
|g(u) — g(o)| < Fu, 2) — F(uo, 2)| dz + 
Ÿ1 (0) 
Ÿ,(&) Ÿ.(u) 
+ Fu, 2) de + Fu, 2) de < 
Vi(u) Vi(uo) 


*) La continuité des fonctions max et min découle des formules 


u+w+lu-w| u+w-—l|u-w 


max {v, w] = 5 min {v, w) = 5 
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€ 
< 3[V2(t0) — Y1(uo) + El [2 (0) = ÿ1(uo)] La C|Y1(u0) 7 ÿ1(u)| + 


+ Clha(u) — Vi(uo)| <3 © C ë, 


€ E _ 
3C'3c— 


de sorte que g est continue en (tout) wo du compact 0. 

THÉORÈME 3. Soient w1 et w2 des fonctions continues sur le segment 
[a, b] et w1(x) < w2(x) pour tout x € [a, b] et soient 1 et d2 des fonctions 
continues sur l'ensemble 


o= {x MERlasx<b, n1(X << ex) 


et Y1(x, y) < ÿ2(x, y) pour tout (x, y) € o. Alors le corps 
vu = {(x, y, 2)ER°|(x, PEo et  ilx, y) < 7 < Valx, })) 


est un compact cubable et toute fonction continue f sur v vérifie la formule 
b 


6) fi = | a CT Jes. », de) dy) dx 


#10) Hi) 


Démonstration. Comme o est un compact quarrable d’après le théo- 
rème 11.5.2, le théorème 2 affirme que v est un compact cubable. Etant 
continue sur v, la fonction f satisfait aux hypothèses du théorème 2 et véri- 
fie pour cette raison la formule (3). En vertu du lemme 1, la fonction g 
définie par la formule (2) est continue, si bien qu’elle satisfait aux hypothè- 
ses du théorème 11.5.2 concernant f. Par conséquent, on a d’après ce 
théorème : 


Îfe = [CT 0 ») dy) dx, 


o a “yi(x) 


ce qui donne, avec les formules (2) et (3), la formule (5). 

EXEMPLE 2. Calculons l'intégrale {[{xy dx dy dz où v est un tétraèdre 
limité par les plans de coordonnées et par le plan x + y + z = 1 (fig. 49). 
On a 

uv = {(x, }, DERO<x<1,0<yY<1-Xx 0<z<I-x- y]. 
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Fig. 49 


Par suite, d’après le théorème 3, 


|| Foararac - He | PDT 


1-x 


1 1 
= K(| pa -x- pay) = [x CE ax; 
0 0 0 


en faisant la substitution u = 1 — x, on obtient 


1 


1 
ns 
[ | Lo ax ay de = [a ru) dus. 
O0 


3. Expression de l’intégrale triple par les intégrales sur 

les sections planes 

Le théorème 1’ admet la généralisation suivante (fig. 50). 

THÉORÈME 4. Soit v un compact cubable dans R° ayant les propriétés 
suivantes : 

1) /a projection de v sur l'axe z est le segment [c1, c2] de cet axe, 

2) les sections de v par des plans parallèles au plan xOy, et par suite, 
leurs projections 


0: = {(x, p)I(X, y, 2)E v] (a <ZS C2) 


sur ce plan, sont des compacts quarrables. 
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27727 1 | 
Lo 


Fig. 50 


Si f(x, », 2) est une fonction intégrable sur v et si pour tout 7€ 
€ [c1, c2] jixé elle est intégrable sur o, en tant que fonction du point 
(x, y), la fonction 


h(2) = [|fGx, y, D dxdy 


Ce 


est intégrable sur le segment [c1, c2] et 


@ (fir= [ (fit » Daxay) de 


v Ci Cr 


Démonstration. Vu que le compact v est borné, ses projections sur 
les axes x et y sont respectivement contenues dans les segments [a:, a] 
et [b1, b2] de ces axes, de sorte que v est contenu dans le parallélépipède 
rectangle 


v° = [e, a] X [b:, b2] X [c1, C2]. 


Posons 


_ {ZX y, 2) sur v, 
AE | 0 sur v Nu 
et vu’ = [u” Xv] ; la fonction f” est intégrable sur v puisqu'elle y coïncide 
avec f. D'autre part, f” ne peut différer de zéro sur v’ qu’en des points 
appartenant à la frontière de uv” X v. Or 


Fr (0° Nu) = Fr (vu NOCsvu) C Fr vu UFr (Cou) = Fr v° UFr v, 
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et de plus vol (Fr v”) = 0 puisque Fr v” est formée des faces du parallélépi- 
pède vw”, et vol (Fr uv) = 0 puisque v est cubable Par conséquent, 


Fr (u° NX v)est de volume nul, et donc, f” est intégrable sur v’ et (I f =0, 


de sorte que 


De façon analogue, on démontre que quel que soit z € [c1, c2] la fonction 
FU, », 2 est intégrable sur le rectangle 


o" = [a, a] X [b1, b2] 
en tant que fonction du point (x, y) et que 
[IG », a) dxdy = ([fGx, y, 2) dx dy = (a). 


Mais d’après le théorème 1” 
[I = É (pe » a ax dy) de 
Par conséquent, 
= fra de 


v Ci 


EXEMPLE 3. Calculons maintenant l'intégrale ((fz dx dy dz envisagée 


dans l'exemple 1 en utilisant la formule (6). La projection de la « lentille » 
v sur l’axe z (voir fig. 48) est le segment [0, 1], de sorte que la formule 
(6) donne 


Jijeaayez = Ê (Haxer) dz = le aire o: dz. 


(1 
Or 9: est un disque de rayon 


r= À 1-(-2) si 0<z< 1/2, 
V1 - 7 si PRET 


Donc, 


[ [Trararae = + 


U 


OC) (Ji me 


1 
z(2z — 2?) dz + r [20 - djd= or. 
2 
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Le théorème 4 implique directement le PRINCIPE DE CAVALIERI. Si les 
sections des compacts cubables v’ et vu” par tout plan parallèle à un plan 
donné II sont quarrables et de même aire, v’ et v” possèdent le même 
volume. 

En effet, il suffit de prendre IT pour le plan xOy et supposer que f = 1 
dans le théorème 4. 

REMARQUE. Puisque les coordonnées x, y, z sont équivalentes, les théo- 
rèmes de ce paragraphe restent en vigueur dans toute permutation de coor- 
données (les formules et démonstrations étant respectivement modifiées). 
Par exemple, le théorème 4 admet aussi la rédaction suivante. 

Soit v un compact cubable dans R° ayant les propriétés suivantes : 

1) /a projection de v sur l'axe x est le segment [a:1, a] de cet axe, 

2) les sections de v par des plans parallèles au plan yOz et donc leurs 
projections 


0x = {(, 2)|(x, y», 2e v} (Gi <X< @) 


sur ce plan sont des compacts quarrables. 

Si f(X, }, 2) est une fonction intégrable sur v et si pour tout xE£€ 
€ [a1, a] fixé elle est intégrable sur 0, en tant que fonction du point 
C,, 2), la fonction 


h@) = |[J(x, y, 2) dy dz 


Or 


est intégrable sur [a;1, a] et 


(6°) pr = Ÿ (fi » advar) dx 


U a} Or 


4. Volume du corps de révolution 

L'application de la formule (6”) donne une formule d’après laquelle on 
calcule le volume du corps de révolution. 

THÉORÈME $. Etant donné une fonction positive &(x) définie et conti- 
nue sur le segment {a, b], le corps v balayé par son sous-graphe pendant 


une révolution autour de l'axe x (fig. 51) est cubable et son volume est égal 
b 


à x [[p(]* dx. 

a 

Démonstration. Vu que v = {(x, y, z)la < x < b, y? + 7° < [p(x)]?) 
et w est continue, vu est un compact. Sa frontière est la surface 
ÿ? + z° = [w(x)]” (si l’on néglige deux disques de volume nul formés par 
les plans x = a et x = b). Elle est constituée par les graphes des fonctions 
CO — y? ayant un ensemble de définition quarrable 


{(x, pla < x < b, — p(x) < y < w(x)], 
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Fig. 51 


et par conséquent, elle est de volume nul d’après le corollaire du théorème 
11.3.1. Donc, le corps v est cubable. Sa projection sur l’axe x est le segment 
[a, b]. Par conséquent, on obtient d’après la formule (6°): 


vou = [{féx dde = [( [jy az) dx = [aire dx = {et dx 


puisque 0, est le disque {(>, 2)| y? + z? < [w(x)]?} de rayon y(x), de sorte 
que aire 0, = r[e(x)]. 

EXEMPLE 4. Soit v un segment du paraboloïde de révolution balayé 
par le segment 


(x, DI0 <x< h, y? < 2px| 


de la parabole y? = 2px tournant autour de son axe (fig. 52). D’après le 
théorème 5, 
h 
vol vu = x (2px dx = rh°p. 
0 


A noter que le volume d’un corps cylindrique ayant les mêmes base et hau- 
teur est égal à x X 2ph x h. Ainsi donc, le volume d’un segment du parabo- 
loïde de révolution est égal à la moitié du volume d’un corps cylindrique 
circonscrit. 


$ 3. Changement de variables dans l’intégrale triple 


Ce paragraphe étudie la transformation de l'intégrale triple 
[TFC Y, 2) dx dy dz 
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par changement de variables de la forme 
x= pu, uv, W),, y=VYUu,u, w),  z= x(u, v, w) 


où w, Ÿ, x sont les composantes d’une application régulière ou quasi régu- 
lière de l’espace muni des coordonnées #, v, w dans l’espace muni des coor- 
données x, }, Z. 

1. Formule générale de changement de variable 

Désignons par R. et R;>- les espaces rapportés respectivement aux 
coordonnées cartésiennes rectangulaires u, v, w et x, y, z et identifions ces 
espaces à R°. Conformément à la définition 12.1.1, une application f de 
Ru dans R.,- sera dite régulière si elle est régulière en tant qu’application 
de R° dans R°, i.e. si elle est définie, continue, différentiable et injective 
sur un ouvert non vide D, et l’opérateur f’ (z) est inversible pour tout z € D, 
ie. det j’(z) ne s’annule nulle part sur D. Par analogie avec 12.4.2, on dit 
que f est quasi régulière sur l’adhérence [D] d’un ensemble ouvert non vide 
D si f est définie et continüment différentiable sur un voisinage de l’ensem- 
ble [D]. Ceci étant, f est injective sur D, det f’(z) # 0 pour tout z € D et, 
en outre, x Fr D est un corps de volume nul pour tout compact cubable 
x contenu dans [D]. On a les théorèmes suivants. 

THÉORÈME 1. Soit f : Ruvw —* Rxy2 une application définie et régulière 
sur un ensemble ouvert non vide D, et soit x un compact cubable contenu 
dans [D]. Dans ce cas, f(x) est un compact cubable, et la fonction F est 
intégrable sur ce compact si et seulement si la fonction (F ° f) |det f’ | est 
intégrable sur x. On a alors 


q) (ILE = [JU + der f'1 


S(x) x 


THÉORÈME 2. Soit f : Ruvw —* R;y- Une application définie et quasi 
régulière sur l'adhérence [D] d’un ensemble ouvert non vide D et soit x 
un compact cubable contenu dans [D]. Alors f(x) est un compact cubable, 
et la fonction F y est intégrable si et seulement si la fonction (F ° f)\det f’| 
est intégrable sur x. Ceci étant, on a la formule (1). 

Pour démontrer ces théorèmes, il suffit de reproduire les raisonnements 
faits dans la démonstration de leurs analogues bidimensionnels (voir ch. 12) 
en y remplaçant, bien sûr, les parallélogrammes par les parallélépipèdes, 
les applications affines des plans par les transformations affines de l’espace 
et la quarrabilité par la cubabilité. 

2. Passage dans l’intégrale triple en coordonnées sphériques 

La position d’un point M de l’espace de coordonnées R,,- est parfaite- 
ment définie par la longueur r de son rayon vecteur OM, par l’angle 8 formé 
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Fig. 53 


par ce vecteur avec la direction positive de l’axe z, et par l’angle # que forme 
la projection de OM sur le plan xOy avec la direction positive de l’axe 
x (fig. 53). Les nombres 7, 8, « s'appellent coordonnées sphériques du point 
M. On voit à la fig. 53 qu’elles sont liées aux coordonnées cartésiennes x, 
y, z de M par les égalités 


(2) x = r sin 0 cos y, y = r sin 0 sin y, z=rcos 6. 


Les seconds membres des formules (2) peuvent être envisagés en tant que 


composantes d’une application f de l’espace R.6, (rapporté aux coordon- 
nées cartésiennes r, 0, +) dans l’espace R,,: : 


(2°) fi 8, e)=rsindcosy, fr, 8, &) = r sin 8 sin y, 
far, 0, w)=r cos 6. 


Cette application est continüment différentiable et son jacobien est 


af, af 8% 
or 00 04 
_ |9f% 0f1 df2 | 
(3) det f’(r, 8, «) = dr 6 3 | 
or 00 dv 
sin 0 cos w r Cos 0 cos — r Sin 0 sin 
= | sin 8 sin w r cos Ô sin r sin @ cos &| = r? sin 6. 


cos 0 — r Sin 0 0 
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Fig. 54 


Soit maintenant 

D = {(r, 8, #)ERmalr>0, 0<8<7T,0<6<2r}, 
de sorte que 

[D] = {r, 8, #)ERalr>0,0<80<7,0<çw<2r]} 


(fig. 54). Etant exprimé par les inégalités strictes, D est un ensemble ouvert. 
Il résulte de la formule (3) que det f’(r, 8, &) ne s’annule nulle part sur 
D. On voit aisément que j est injective sur D (cf. démonstration de l’injecti- 
vité de l’application étudiée dans l’exemple 12.4.1). D’autre part, f est conti- 
nûüment différentiable sur le voisinage Re, de l’ensemble [D] et, enfin, 
x NFr D est un corps de volume nul pour tout compact cubable x (ainsi 
que pour tout ensemble borné) dans [D] puisque Fr D se compose de parties 
des plans 7 = 0, 0 = 0, 8 = x, © = 0 et ÿ = 2x. Ainsi donc, j est quasi 
régulière sur [D] et, par conséquent, il suit du théorème 2 que tout compact 
cubable x C [D] et toute fonction F intégrable sur f(x) vérifient la formule 


(4) ([[F(x, y, 2) dx dy dz = 
JS(x) 
= (TFC sin 8 cos y, r sin 6 sin w, r cos 8)-r? sin 6 dr d6 de. 


x 


Il est à noter que la définition des coordonnées sphériques implique 
S({D)) = Roz. 
EXEMPLE 1. Calculons [[[ 0° + y* + z°) dx dy dz où v est une boule 


de rayon 1 et de centre (0, 0, 0) € R,,.. Soit f une application de l’espace 
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Ro, dans R,,- de composantes (2’). Alors v = f(x), où x est le parallélépi- 
pède [0, 1] x [0, x] x [0, 2x] dans R+,.. En appliquant la formule (4) et 
puis la formule (5) du $ 2, on obtient 


[Tee + y? + 2?) dx dy dz = [Ts sin 0 dr d8 dy = 


2x 7 1 2r Lé 1 
— [CC sin sar) de) dy = [de [sin san. | ar =<r 
0 oO O0 0 0 0 


3. Passage dans l’intégrale triple en coordonnées cylindriques 

On obtient les coordonnées cylindriques d’un point M de l’espace de 
coordonnées R,,- à partir de ses coordonnées cartésiennes x, y, z si On rem- 
place les coordonnées x, y de la projection de M sur le plan xOy par les 
coordonnées polaires 7, w (fig. 55). Ainsi donc, les coordonnées cylindriques 
du point M sont liées à ses coordonnées cartésiennes par les égalités : 


(S) X = r COS w, }y = rsSin +, Z = Z. 


Les seconds membres des formules (5) peuvent être envisagés comme com- 
posantes d’une application f de l’espace R... (rapporté aux coordonnées 
cartésiennes 7, w, z) dans l’espace R;,: : 


S') fi, #, 2) =rcose, fin p, 2) =rsine,  Jfalr, e, 2) = 2. 
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Cette application est continüment différentiable et son jacobien est 


cos w@ —rsing 0 
det f'(7, w, z) = | sin rcosgw 0|=7r 
0 0 ] 


Soit maintenant 

D = {(r, w, DERmzlr > 0, 0<p<27r, —-o <zZ< +], 
de sorte que 

[D] = {(, 6, DE Ruzlr 20, 0<p<27T, —-oo <z< +oæo) 


(fig. 56) ; D est un ensemble ouvert et det f’(r, &, z) ne s’annule nulle part 
sur D. La démonstration de l’injectivité de l’application envisagée dans 
l'exemple 12.4.1 est en même temps celle de l’injectivité de jf sur D. La diffé- 
rentiabilité continue de f sur R..- est déjà établie. Enfin, vu que Fr D est 
composée de parties des plans 7 = 0, $ = 0, # = 2x et z = 0, x Fr Dest 
un corps de volume nul pour tout ensemble borné x. Ainsi donc, f est quasi 
régulière sur [D], de sorte que tout compact cubable x C [D] et toute fonc- 
tion F intégrable sur f(x) vérifient la formule 


(6) ([ F(x, », 2) dx dy dz = [TI FC cos #, r sin w, z)rdrdpdz 
S(x) x 
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EXEMPLE 2. Calculons NINES + y? dx dy dz où v est l’intersection du 


cône z > Vx? + y? et du paraboloïde de révolution z < 2 — x? — y? 
(fig. 57). Soit f une application de l’espace R..- dans R.,- de composantes 
(5’). On a alors vu = f(x) où 


x = {(r, P 2) ERrwl0 <Sr<10O<p<2r,,r<z7<2-7r°)]. 


En appliquant la formule (6) et ensuite la formule (5) du $ 2, on obtient 


2x 2 2x 1 
= [CN | r de) ar) de = [aelre-#- nas r 
0 0 r (1) 0 


CHAPITRE 14 


QUELQUES APPLICATIONS DES INTÉGRALES MULTIPLES 


$ 1. Aire de surface 


1. Exemple de Schwarz 

On définit la longueur d’un arc en tant que borne supérieure des longueurs des lignes 
polygonales inscrites dans cet arc. Il serait naturel de définir de manière analogue l'aire d'une 
surface non plane comme borne supérieure des aires des surfaces polygonales inscrites. Cepen- 
dant cette borne supérieure peut devenir infinie même pour des surfaces curvilignes les plus 
simples ! La cause en est que certaines faces du polyèdre inscrit, qui sont aussi proches que 
l’on veut de la surface, peuvent ne pas former avec elle de petits angles (tandis que la petite 
corde sous-tendant un arc d’une courbe différentiable forme de petits angles avec les tangentes 
à l'arc). Ainsi, le triangle dont les sommets sont situés sur une même parallèle d’un cylindre 
circulaire est perpendiculaire à cette surface (fig. 58). Grâce à cela on peut inscrire dans ce 
cylindre un polyèdre dont l'aire de surface est aussi grande que l'on veut. Voici un exemple 
proposé à la fin du siècle passé par le mathématicien allemand Schwarz. Considérons un 
cylindre circulaire droit de rayon de base 1 et de hauteur h. Divisons cette dernière en n parties 
égales et menons par les points de division les plans perpendiculaires à l'axe du cylindre. Ils 
coupent la surface cylindrique suivant les circonférences ; on obtient 7 + 1 circonférences, 
y compris les circonférences des bases inférieure et supérieure. Subdivisons chaque circonfé- 
rence en m1 arcs égaux de telle sorte que les points de subdivision des circonférences voisines 
soient disposés en échiquier (fig. 59). Inscrivons dans le cylindre un polyèdre dont les faces 
sont des triangles ayant pour base la corde joignant les points voisins de la circonférence 
horizontale et pour sommet opposé le point de la circonférence voisine, situé au-dessus ou 
au-dessous du milieu de l’arc sous-tendu par la base. Ce polyèdre sera formé de 2mn triangles 


Fig. 58 
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AAA 


X 


’, 


LS 
LA 
# 


# a pp" 


CA 
pret 


}, 


IX 


h? + 4n? sin? 


_ 
2m 


En fixant "1 et en prenant n# suffisamment grand, on peut rendre cette aire aussi grande que 
l'on veut. Elle tendra de même vers l'infini si l’on fait tendre m et n vers l'infini de telle façon 


n . se n s. 
que — — oc, Et si m1 et nr tendent vers l'infini de telle sorte que — — c€ R, l'aire de surface 
m m 


tend vers 2x VA? + x?c? (ie. vers un nombre quelconque >2rxh). 

2. Longueur d’une courbe différentiable 

Pour les courbes différentiables (i.e. les courbes qui admettent en chacun de leurs points 
une tangente dont la pente dépend continûüment de ce point), la longueur peut aussi être définie 
comme borne inférieure (ou limite) des longueurs des lignes polygonales circonscrites (fig. 61). 
Cependant, ce n'est pas très rationnel pour le calcul : ayant choisi des points de tangence, 
on doit encore chercher les points d'intersection des tangentes voisines. Mais l’idée de base 
est juste : une portion suffisamment petite d’une courbe différentiable ne diffère pratiquement 
pas de celle d’une tangente menée en n'importe quel de ses points. Pour éviter cet inconvénient, 
il faut remplacer la ligne polygonale circonscrite par une « écaille » circonscrite. Considérons 
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CALE TES EE Enr 


Fig. 61 Fig. 62 


à titre d'exemple le graphe d’une fonction f/ continüment différentiable sur le segment 
[a, b]. Subdivisons cet intervalle en segments [xx, xx + 1] (& € [0, n — 1]) et choisissons dans 
chacun d'eux un point &. Traçons la tangente 


} — SE) = J'(Ex)(x — &) 


au point correspondant (x, f(£:)) du graphe et considérons sur cette tangente un segment 
correspondant à [xx, xx + 1] (fig. 62). Soient {4 la longueur de ce segment de tangente et y 
et +1, les ordonnées de ses extrémités. Vu que 


Vesi — Je = JE) + 1 — xx), 
on a 
le = VGess = x) + Gesr — pe)? = VI + S'Ge)Gxes1 — x). 
Il s'ensuit que la somme des longueurs des segments de l'« écaille » construite est une somme 


n=1 
de Riemann ©} V1 + f'Æ(&)Axe de l'intégrale 
k=0O 


bd 
| Vi + 'oax, 


de sorte que cette intégrale est la limite vers laquelle tend la longueur de l’ « écaille » circons- 
crite lorsque le pas de subdivision du segment [a, b] tend vers zéro. On montre que la même 
intégrale est la limite des longueurs des lignes polygonales inscrites dans l’arc donné du graphe. 
Ainsi donc, la longueur du graphe d’une fonction de classe C' peut être définie en tant que 
limite de la longueur de l’« écaille » circonscrite. 

Le calcul de l’aire d’une surface de classe C' sera fondé sur les mêmes principes. 


3. Surfaces paramétrées 

DÉFINITION 1. On appelle surface paramétrée toute application 
f:R°-— R° dont l’ensemble de définition D; a un intérieur ]D/{ non vide. 
Les équations 


X1 = fi, 2),  X2 = fau, 2),  X3 = fau, 2)  ((ur, 2) € Dh), 


Où /1, f2, a sont les composantes de l’application /, s’appellent équations 
paramétriques de cette surface. Le graphe d’une fonction réelle f des varia- 


16° 
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bles réelles z, v dont l’ensemble de définition possède un intérieur non vide 
sera identifié à une surface donnée par les équations paramétriques 


TO X=uU  py=v  Zz=f(u,; v)  ((u, v)e D). 


DÉFINITION 2. Soit f une surface paramétrée telle que : 1) l’application 
f est continue au point u° = (u°®, u9) € ]D/[ et 2) il existe un voisinage U 
du point #° contenu dans D; tel que f{u) # f{u°) pour tous les points 
u = (1, u2)E U distincts de u°. On appelle plan tangent à la surface 
(image) f au point Mo = f(u°) un plan Il passant par Mo et tel que la 
distance MN d’un point M = f{u) à ce plan soit infiniment petite en compa- 
raison avec MoM = ll f(u) — f(u°)l lorsque u — u°. 

REMARQUE. La définition 6.3.2 du plan tangent au graphe d’une fonc- 
tion réelle f des variables réelles w, v devient un cas particulier de la défini- 
tion 2 si on identifie le graphe à la surface paramétrée conformément à 
la définition 1. Ceci étant, la condition 2) est automatiquement vérifiée 
puisque 


(u, v, J(u, v)) (wo, vo, f(uo, vo)) 


en général pour tous les points (, v) € D, distincts de (wo, vo). 


On aura besoin de certains résultats puisés dans le cours d’algèbre et 
de géométrie analytique, savoir de l'identité de Lagrange (directement 
vérifiée) | 


(1) (af, + af, + a?,)(at, + a, + a?) — (@11Q12 + G21Q22 + a1a32)° = 


2 2 2 


Gy1 An 
d21 22 


G31 32 
Gi1 12 


d21 da 
d31  G32 


et de deux lemmes. 
LEMME I. Les vecteurs e, et e: de coordonnées respectives a11, a21, as1 
et di2, G22, @32 Sont linéairement indépendants si et seulement si la matrice 


dir GA 
(2) G21 22 
d31 32 


est de rang 2, ie. si au moins un des déterminants 


di1 Gi2 
a21 a 


d31 d32 
dir Gi2 


d21 G22 
G31 A3 


(3) 


n'est pas nul. 
Démonstration. La condition figurant dans le lemme est équivalente 
à ce que le second membre de la formule (1) soit strictement positif, ï.e. 
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à ce que soit vérifiée l’inégalité 
(af, + a) + ai1)(a?2 + CEA T a) — (a11@12 + G21Q22 + G31a52)° > O. 


Mais en vertu du théorème 1.1.1 et de la remarque à ce théorème, cette 
inégalité est vérifiée si et seulement si les vecteurs e:, e2 sont linéairement 
indépendants. 

LEMME 2. Soient di et d2: des vecteurs dans R°? de coordonnées 1, 0 
et 0, 1 issus du point u° = (uŸ, u$), e1 et e2 des vecteurs dans R° de coor- 
données a11, a21, 431 et G12, a22, as2 issus du point x° = (x°, x$, x°) et f° 
une application de R° dans R° donnée par les équations paramétriques 


(4) Xi = x9 + anus — uŸ) + an(u2 — u9) (u = (41, uw) E R°, i = 1, 2, 3). 


L'image Il par f° est un plan si (2) est une matrice de rang 2, et alors 

est une application affine de R? sur Il ; Il est une droite si (2) est 
une matrice de rang 1, ie. si les déterminants (3) sont nuls mais au moins 
un élément de la matrice n'est pas nul ; enfin, Il est un point, si (2) est 
une matrice de rang 0, ie. si tous les éléments de la matrice sont nuls. 

Démonstration. Conformément au lemme 1, les vecteurs e;:, e2 sont 
linéairement indépendants si la matrice (2) est de rang 2. Supposons que 
cette condition soit satisfaite, si bien que (e:, e) est un repère (fig. 63). 
Vu que le repère (di, d2) est obtenu du repère canonique dans R° par trans- 
lation de l’origine des coordonnées au point u° = (u°, u$), le point u = (wi, 
u2) € R° a les coordonnées 1 — u%Ÿ, u2 — u° par rapport au repère (di, d2). 
L'application f° envoie u en un point X = (X1, X2, X3) € R° défini par les 
formules (4). Or le point X a les mêmes coordonnées w1 — u°Ÿ, u — u9 par 
rapport au repère (e:1, e) puisque le vecteur de coordonnées X; — x° issu 
de l’origine x° du repère (e1, e2) est une combinaison linéaire des vecteurs 
e1, e2 à coefficients u — u%, u — u$. Ainsi, f° applique tout point w € R° 
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en un point X € Ilo ayant par rapport au repère (e1, e2) les mêmes coordon- 
nées que le point x a par rapport au repère (di, d2). Cela signifie que Ib 
est un plan et que f° est une application affine de R° sur I. Si la matrice 
(2) est de rang 1, de sorte que les vecteurs e et e2 sont linéairement dépen- 
dants et au moins un de ces vecteurs n’est pas nul, Il dégénère en une 
droite, support de ces vecteurs. Enfin, si la matrice (2) est de rang 0, ie. 
e = & = 0, Il dégénère en un point, soit x°. 

THÉORÈME 1. Soit f : R° — R° une application de composantes f\1, fr, 
fs, qui est différentiable au point u° e]D/l. Si sa matrice jacobienne 


Ê 7) 
Ja 2]; 
31 32 
Ôfi 


où fy = EPA (i = 1, 2, 3, j = 1, 2), possède en ce point le rang 2, i.e. au 


moins un des déterminants 
futu°) Jfi(u°) fai(u°) fratu°) fatu°) fa(u°) 
fatu°) fa(u°) f(u°) fs2(u°) fu(u°) fu) 


n'est pas nul, l’image par f a au point Mo = f{u°) un plan tangent. Ce plan 
est l’image Il par une application de R? dans R° donnée par les équations 
paramétriques 


(5) Xi = fu) = fa(u°)(us — u9) + fi(u°)(u2 — u5) 
(u = (1, W)ER°, i= 1,2, 3). 


? 9 


Démonstration. L'application f satisfait à la condition 1) de la défini- 
tion 2 en vertu de sa différentiabilité au point uw°. 

Démontrons que la condition 2) est également satisfaite. Suivant le théo- 
rème 7.2.5, l’application / ainsi que ses composantes /; sont différentiables 
au point u°, de sorte qu’en vertu du corollaire au théorème 6.3.5 


(6) x; — X°= ga AUT + gpAuŸ  (i= 1, 2, 3), 
où x = fi(u), xÿ= fi(u°), Adj=uj-u) UG=1,2)et 
(7) gy —+ fu(u°) lorsque u —+ u°. 


C'est pourquoi, 


3 
(8) If(u) — f(u°)1? = 2 (x — x? = A(AuŸ? + 2BAuŸAuS + C(AuS)” 


3 3 3 
où A= X gñ, B= X gngn, C= ZX 82. Posons 


iml isl im]! 
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3 
E= Liu), F= L fa") fa) G= 24 fatu°). 


En vertu de l’hypothèse du théorème, on a 


PU) fa, au) GIP au) faUIP 
fau?) fu) fau?) f32(u°) fu(u°) fitu°) 


ou, ce qui est la même chose, EG — F? > 0 d’après l’identité de Lagrange 
(1). Mais en vertu de (7) on a AC -— B? — EG — F° lorsque u — u°. Par 
conséquent, il existe un voisinage U du point u° tel que AC — B? > 0 et, 
par suite, À > 0 et C > 0 pour tout u € U. Il découle alors de la formule 
(8) que pour tout u EU 


> 0, 


LG) — FUN? = 2 [AAU? + BAud)* + (AC — B?XAUŸ)] > 
> (AC - B’yauf)?, 


ft) — ftu°)n2 = L [BUS + CAuL)? + (AC — B?yau°)] > 


Of 


> à (AC - B'Jaut)? 


et, par conséquent, 
(9) If) — JU)? > el(Auz)* + (AuŸ)*] = olu — u°1? 


où e= : = > 0. Mais il résulte de (9) que 
f{u) # f{u°) pour tout u € U distinct de #°, i.e. la condition 2) de la défini- 
tion 2 est aussi vérifiée. Il reste à montrer que les points X = (X1, X2, 
X3) satisfaisant aux équations paramétriques (5) forment un plan tangent 
à l’image par f au point u°. En vertu du lemmc 2 et de l’hypothèse du 
théorème, ils forment effectivement un plan ; désignons-le par Il. Soit MN 
la distance du point M = /{(u) à ce plan. Vu que X € IL, on a MN < MX, 


d’où en vertu de (5), (6) et de l’inégalité de Cauchy, 


AC - B° , AC - B° 
C 


3 
MN? < MX? = D (Xi — x)? = 


3 
= >} (Lio) — gn)Au? + Lfi2(u°) — g2]Aus}? < 
im! 


3 
< D) {Uau) — ga]? + Liz) — g2]?} lu — u°1?. 
im! 
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En prenant en considération (9) pour tout u € U distinct de #°, on a donc 


Ge) = (re Vos) e__ MX ce 
MoM If) — fo) 7 Hf(u) — F2 


3 
<} D 3 EL?) — gul? + La(u°) — gnP°}. 


i=i 
Or, en vertu de (7), la dernière somme tend vers zéro lorsque u —+ u°, et 


.1/fEG-F ,EG-F 


N 
MM — 0, c.q.f.d. 

4. Aire d’une surface différentiable 

DÉFINITION 3. On appelle surface différentiable tout ensemble S C R° 
de la forme S = f(o) où f est une application continüment différentiable 
de R° dans R° et o, un compact quarrable non vide contenu dans D; et 
qui coïncide avec l’adhérence []of] de son intérieur Jof. Ceci étant, f est 
injective sur Jo (de sorte que /(]ol) peut être identifiée à f|,,5) et la matrice 
jacobienne de l’application f est de rang 2 partout dans ]of (et, par consé- 
quent, S a un plan tangent partout dans /(]o{)). 

Soient fi, f2, fs les composantes de l'application f et soient fi; = 


Par conséquent, 


_ _ ({ = 1, 2, 3, j = 1, 2). Posons 
3 3 
(10) EU) = Lit,  F&)= Z fatfat) 


3 
G(u)= D fEtu) (ue Dj). 


izl 


Comme {]o]l = o # @, on a ]of “# ©. Soit 7 une partition de o en élé- 
ments quarrables o1, ..., on ayant des points communs avec ]of. Cette par- 
tition ayant un diamètre aussi petit que l’on veut, peut être obtenue de la 
façon suivante. Vu que ]o[ < ©, il existe des carrés de rang n (voir n° 11.1.1) 
ayant une intersection non vide avec ]of et, puisque s est borné, leur nombre 
est fini. Soient Qi, ..., On ces carrés et soit ox = @Œao(kE Il, m]). En 
tant qu’intersections des compacts quarrables, o4 sont des compacts quarra- 
bles, et JolN]jol = © pour k x! car JO{[NI]JQII = @. En outre, 
m 


/ 


oc’ = |) ox = o; en effet, il est évident que so’ C o et, d’autre part, 
k=1 
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a = [lof] C o° car Je C ( U ox) No = o° et os’ est fermé. Ainsi donc, 
kml 


ox forment une partition de o et &f]ol = Qu ]ol # ©. 

Choisissons dans chaque ox de la partition T un point u“ € ]o[ et soit 
Il4 l’image d’une application fx : R? — R° définie par les équations paramé- 
triques 


Xi = fi(u*) + fa(u*)(ui — uf) + fia(u*)(u2 — uË) 
(u = (u1, W)ER°, i= 1, 2, 3). 


Comme u* € Jof, la matrice de l’application f est de rang 2 au point u*, 
de sorte que, suivant le théorème 1, Il4 est un plan tangent à S au point 
M = f{u*) et, en vertu du lemme 2, f“ est une application affine de R? 
sur IL. Il s'ensuit d’après le théorème 12.2.2 que l’image f“(#) de chaque 
figure quarrable & C R° est quarrable et le rapport (aire f“(b)}/aire d) est 
constant. Soient di et d2 des vecteurs dans R° de coordonnées 1, 0 et 0, 
1 issus du point #* et soient ei et e& des vecteurs dans R° de coordonnées 
fatu*) et fia(u*) (i = 1, 2, 3) issus du point M4, de sorte que 
lenl? = Etu*), (ei, > = Fu“), [le]? = G(u*). 

Conformément à la démonstration du lemme 2, f* applique chaque point 
u € R° en un point X € Il4 ayant par rapport au repère (e1, e2) les mêmes 
coordonnées que # possède par rapport au repère (d:, d). Il en résulte 
en particulier que le carré construit sur le repère (d1, d2) et ayant l'aire 1 


a pour image un parallélogramme P construit sur le repère (e:, e2). Par 
conséquent, aire f*(b)/aire d = aire P/1 = aire P, de sorte qu’en particulier 


aire f* (ox) = aire P-aire ok. 
Or 


aire P = |e:||e2| sin (ef, e2) = |ei|[e2] V1 — cos? (ef, è2) = 
2 
= Jallel |1- (ee) = Vle|*|el? — (er, e)° = 
lerlez| 
= VE(u*)G(u*) = Fu). 


Par conséquent, 


aire f*(ox) = VE(u*)G{(u*) — F(u*):aire ox (KE, nl). 


Donc, l’aire totale des plaquettes f*(o+) qui forment une « écaille» recou- 
vrant la surface S (fig. 64) est la somme de Riemann 


© VEU CU) = FU )A04 
K= 1! 
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de l’intégrale (| VE(u)G{(u) — F°(u) du: du et, par suite, elle tend vers 


cette intégrale si le diamètre de 7 tend vers zéro. La dernière intégrale est 
prise par définition pour l’aire de la surface f(o). 

EXEMPLE 1. Calculons l’aire # d’une partie du paraboloïde hyperboli- 
que z = xy, découpée par la surface cylindrique x? + y? = a°. On a une 
application f du compact s : x? + y? < a? de R° dans R° de composantes 
fix, »y) = x, f2(x, y) = }, fax, y) = xy. Ainsi donc, on obtient, en vertu 
de (10) et en posant u = (x, }), 


3 3 
E(u)= D fau) =1+}7, G(u) = À fau) = 1 + x, 
im! il] 


3 
F(u) = 2 fa @)f2 0) = X}. 


Laire recherchée est égale par définition à l’intégrale [[v1 + x2 + y? dx dy. 


L'application de composantes x = 7 cos w, y = r sin & du plan de coor- 
données (7, +) dans le plan de coordonnées (x, y) est quasi régulière sur 
l’adhérence [D] de l’ensemble ouvert non vide D={(r, #)ir > 0, 
O0 <wg<27r). Par conséquent, 


{[v1 + x? + y’ dxdy = ([v1 + r°?r dr de, 


© © 


où ©’ = {(r, p)0<r<a 0<w<2r}. Donc, 


P= (| V1 + r'rdrdge = 


[4 


2x 


= Ga + r2)//2d(1 + )) de = À æ(( + 4°)? — 1). 


0 (4) 
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$ 2. Centres de masse 


On appelle centre de masse d’un système fini de masses ponctuelles m; concentrées aux 
points Pexe, yx) (K = 1, ..., n) du plan un point de coordonnées 


: DS mux : D miyi 
X — Sim 0 Ye n Dm : 


Admettons que la masse est continûment répartie sur une figure plane. Pour trouver son centre 
il faut subdiviser la figure en un nombre fini de parties, remplacer chaque partie par l’un 
quelconque de ses points où l’on concentre toute la masse de cette partie et trouver le centre 
du système obtenu des masses ponctuelles. Il est évident que plus la dimension des parties 
de subdivision est petite, plus les résultats de calcul sont précis ; on obtient la valeur exacte 
lorsque le diamètre de subdivision a pour limite zéro. 

Calculons le centre de masse d’une figure plane S ayant une densité superficielle continue 
e(x, y). Considérons une partition 7 de S en éléments quarrables o4 d'aire Aok et choisissons 
dans chaque o4 un point (xx, x). Admettons que la densité sur ox entier est égale à la densité 
Q« au point choisi et que la masse de o4 est concentrée en ce point. Le centre du système 
fini des masses ponctuelles a alors les coordonnées suivantes 


S xx ox Aok ne D Ja oxAox 
PE > ;@xA | : D cx Ac | 


La valeur exacte des coordonnées du centre de masse d’une figure plane s'obtient lorsque 
le diamètre de 7 a pour limite zéro, ie. 


Dans le cas homogène où la densité est constante, on a 


=" ||xde, y» = do. 
à || Le. ll : 
S 


S 


Soit, en particulier, S un « trapèze curviligne » : 


S = {(x, »)10 < y < JG), xe la, b]}, f(x) 20, xe fa, b]. 
Alors 


b 
aire S = [runs 
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b 
b ) [voa 
Xe = > - |jxee- L( sy) dx - = | 
[rss [rss : [rar 
2 2 : 
3 | rar 
et [fes t Tea 
[rss i [res ue [res 
EXEMPLE 1. Centre de masse du demi-disque x? + y? < a?, y > 0. Ici 
1 | on ; | 57 4 
= | - m0 - me D 


{(CH. 14 


De façon analogue, les coordonnées du centre de masse d’un corps v de densité 


o(x, y, z) sont calculées à l'aide d'une intégrale triple : 


fe fe lie 


Pour les corps homogènes (eg = const) on a 


ne sie ex ie 


CHAPITRE 15 


INTÉGRALE CURVILIGNE 


$ 1. Chemin 


1. Notion de chemin 

Rappelons qu’on appelle arc paramétré dans R° toute application conti- 
nue de R dans R° ayant pour ensemble de définition un segment non dégé- 
néré. Soient f un arc paramétré dans R?, / = Det g = f° j où j est une 
application strictement croissante du segment J dans J. Puisque j est mono- 
tone et JZ est partout dense, /; est continue ; pour cette raison, g est aussi 
un arc paramétré. On dira qu’il est équivalent à l’arc paramétré f et on 
le notera g — f. Cette relation entre les arcs paramétrés est une équivalence, 
ie : 1) f—-f, 2)g-f=-f-get3)(h-8get g - f) = h - f. En effet, 

1) vu que jf = f ° i où ji est une application identique (et par suite, stricte- 
ment croissante) du segment D; = 7 dans lui-même, on a f — f; 

2) soit g — J, ie. g = f ° j où j est une application strictement croissante 
du segment J = D, dans J ; il s’ensuit que j est inversible et j ”! est une 
application strictement croissante de / dans J ; comme f=g°./f" ',ona 
P8 

3) soit encore À — g, de sorte qu’il existe une application strictement 
croissante £ du segment K = D, dans J telle que h=g°.kK; puisque 
g = f° j, on obtient À = f ° (j ° K), et comme j - k est une application stric- 
tement croissante de K dans 7, on a h — f. 

Soient f et g des arcs paramétrés équivalents dans R°?, de sorte que 
g = f° j où j est une application strictement croissante du segment J/ = D, 
dans le segment 7 = Dj. Si 7 parcourt J par valeurs croissantes, { = j(r) 
croît en parcourant /, de sorte que g(r) = f{(/(r)) parcourt les mêmes points 
et dans le même ordre que /(f). En se fondant sur ce fait, on dira que 
les arcs f et g définissent un même chemin et qu’ils sont ses représentations 
paramétriques. On dira aussi que les points des arcs f et g sont les points 
de ce chemin. En tant qu’image de l’arc paramétré, l’ensemble des points 
du chemin est un compact. 

Ainsi, soient f et g des arcs paramétrés dans R° donnés respectivement 
par les équations paramétriques 


(1) X = COS f, y=sint (0<1<2T) 
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et 
(2) X = COS 27, y = sin 277 (O<ST< 1). 


Comme g=f°j où j est une application strictement croissante 
Tr t = 277 de [0, 1] dans [0, 2r], f et g sont des représentations paramétri- 
ques du même chemin dont l’ensemble des points est une circonférence 
exprimée par l’équation 


(3) x +7 = 1. 


Quand le paramètre 7 ou { parcourt le segment de ses valeurs, le point cor- 
respondant du chemin parcourt cette circonférence à partir du même point 
(1, 0) et dans le même sens (antihoraire) ; la seule différence consiste en 
ce que dans le cas (2) cela se produit plus rapidement que dans le cas (1). 

LEMME 1. Tout chemin peut être paramétré par un arc dont le paramèé- 
tre parcourt un segment non dégénéré [c, d] donné à l'avance. 

Démonstration. Soit f une représentation paramétrique du chemin L 
et D, = [a, b]. Posons pour tout 7€ [c, d] 


T—-C 

J(T) = a + 1e (b — a). 
Alors j est une application strictement croissante de [c, d] dans [a, b] et 
g = f° j est une représentation paramétrique du même chemin Z, qui est 
définie déjà sur le segment [c, a]. 

C’est le procédé le plus simple qui porte le nom de paramétrage linéaire 
(ou plus précisément affine). Si [c, d] = [a, b], on a j(r) = 7, 1.e. j est une 
application identique du segment [a, b] sur lui-même. Il existe une infinité 
d’autres applications strictement croissantes de [a, b] sur lui-même. En voici 
un exemple (qui nous sera utile plus tard): 


jo = a +252 (1 - cos NT) (a<t< b). 


2 un 
En effet, ja,b(@) = à, ja, b(b) = D, ja,b est différentiable et 
@- @) =0 si t=a, 
ja.) = 3 sin er >0 si rel]a, bl, 
DUO si 1=b, 


de sorte que /4.»+ croît strictement sur [a, b] et applique [a, b] sur lui-même 
(fig. 65). 

Soient maintenant f et g deux représentations paramétriques du chemin 
L, avec D, = [a, blet D, = [c, d], de sorte que g = f ° j où j est une applica- 
tion strictement croissante de [c, d] dans [a, b]. Comme dans ce cas 
a = j(c), b = j(d), on a f(a) = g(c), f(b) = g(d), si bien que ces points ne 
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Fig. 65 


dépendent pas du choix de la représentation paramétrique. Le premier point 
s'appelle origine du chemin Z, le second, son extrémité. Si ces points coïnci- 
dent, le chemin ZL est appelé chemin fermé (ou lacet). Ainsi, le chemin 
défini par les représentations paramétriques (1) et (2) est fermé : ses extré- 
mités initiale et terminale sont présentées par le point (1, 0). D’autre part, 
le chemin défini par les équations paramétriques 


(4) X=(-tx+0  y=(1-1)}1 + 1ty2 (0<1< 1) 


et dont l’ensemble des points est un segment joignant les points (x1, }1) 
et (xX2, }2), son origine et son extrémité, n’est pas fermé si (x1, }1) # (x2, 2). 
2. Chemin inverse 
Notons o4,, la symétrie du segment [w, v] par rapport à son milieu 
(u + v)/2. Elle est donnée par la formule 


Ouv()=u+u-t (u<t< u). 


5] = 5» Cuv(u) = v, ou,v(v) = u. La symé- 


trie o4., est une application strictement décroissante du segment [, v] sur 
lui-même et 0%, = us de sorte que 07, = Our. 

Soient f et g des représentations paramétriques du chemin Z, avec 
Ds = {a, b] et D, = [c, d], de sorte que g = f ° j où j est une application 
strictement croissante de [c, d] dans [a, b]. Alors 


En particulier, o4., (: 22 ) A. 


£&° Cc,d = fojo Oc,d = Je Oa, b) © (Ga,b° J © Oc, d). 


Or 0a,b°J ° ©c,a est une application strictement croissante de [c, d] dans 
[a, b]. Ainsi donc, g © üc,a4 — f ° Ga,b, ie. f ° Ga, b et £ © oc. 4 Sont des représen- 
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tations paramétriques du même chemin. Appelons-le chemin inverse à L 
et notons-le —Z. Il a pour origine l’extrémité f(b) = g(d) du chemin L 
et pour extrémité l’origine f(a) = g(c). Vu que 05,4, = Hub; On à 
—(—L) = L. 

Ainsi, si Z est un chemin défini par les équations paramétriques (1), 
— L peut être donné par les équations paramétriques 


x = cos (27 — f) = coSf, y = sin (27 —- 1) = -sint (0<1/1< 2T). 


Le chemin inverse à celui qui est donné par les équations (4) peut encore 
être défini par les équations 


=(-(-0)x +1-0x2=+(- 0x, y=Mm+(-0m 
(O<1< 1). 


3. Chemin simple 

On sait que l’arc paramétré peut avoir des points doubles ou même des 
points multiples. Il en est de même, bien sûr, pour les chemins. Un chemin 
non fermé est dit simple s’il admet une représentation paramétrique injec- 
tive. Il est évident que toutes les représentations paramétriques de ce che- 
min sont alors injectives. Ainsi, le chemin défini par les équations 
paramétriques (4) du segment joignant deux points distincts (x1, }1) et 
(xX2, }2) est simple. 

THÉORÈME 1. L'ensemble des points d'un chemin non fermé simple 
est homéomorphe à un segment non dégénéré. Tout ensemble de points 
du plan, qui est homéomorphe à un segment non dégénéré, est un ensemble 
des points de deux chemins non fermés (réciproquement inverses) et de 
ces chemins seuls. 


Démanstration. L'ensemble E des points d’un chemin non fermé simple est l'image 
d’un compact (plus précisément, d’un segment non dégénéré) par une application continue 
injective. Or, en vertu du théorème 3.2.11, l'application inverse est aussi continue. Ainsi, E 
est homéomorphe à un segment non dégénéré. Soit maintenant / un homéomorphisme du 
segment non dégénéré [a, b] sur un ensemble F C R° et soit L le chemin qu’il définit ; f 
étant une application injective, L est un chemin non fermé simple. Mais les points a et b 
diffèrent des autres points du segment [a, b] par le fait que leur absence ne viole pas la con- 
nexité (tandis qu’un segment pointé se décompose en deux parties connexes). Puisque la con- 
nexité est invariante par l’homéomorphisme, les points /(a) et f(b) de F possèdent la même 
propriété. C’est pourquoi, tout chemin non fermé simple ayant F pour son ensemble de points, 
doit avoir une origine /(a) et une extrémité /(b) ou vice versa. Soit g une représentation para- 
métrique d’un tel chemin L’ ; conformément au lemme 1, on peut admettre que D, = [a, b]. 
Si l'origine g(a) du chemin L’ coïncide avec (a), j = g”" ° f est un homéomorphisme du 
segment [a, b] sur lui-même qui laisse invariant le point a ; or tout homéomorphisme du 
segment sur lui-même est strictement monotone ; puisque /(a) = 4, on en conclut que j est 
une application strictement croissante du segment [a, b] sur lui-même et, comme f = g» j, 
on obtient f — g, de sorte que L’ = L. Si, par contre, g(a) = f(b), j = g”'°(f° 0,b) est 
un homéomorphisme du segment [a, b] sur lui-même qui laisse fixe a, i.e. j est une application 
strictement croissante de [a, b] sur lui-même ; comme f ° &,5 = ge, on a L' = -L. 
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En particulier, tout segment orienté dans R° est un ensemble des points 
d’un seul chemin non fermé simple ayant la même origine. En se fondant 
sur ce fait, on peut identifier ce segment et ce chemin. Pour la même raison, 
on identifie le graphe d’une fonction g(x) continue sur un segment non 
dégénéré {a, b], qui est orienté de gauche à droite, avec le chemin L défini 
par les équations paramétriques 


=, y=80  (a<tK<b). 


Un chemin fermé est dit simple s’il admet une représentation paramétri- 
que } définie sur un segment non dégénéré [a, b] et satisfaisant à la condi- 
tion suivante : si h(x) = A(y) et x < y, on a x = a, y = b. Il est évident 
que toutes les représentations paramétriques de ce chemin vérifient cette 
condition. 

THÉORÈME 2. L’ ensemble des points d’un chemin fermé simple est 
homéomorphe à une circonférence. Tout ensemble de points du plan, qui 
est homéomorphe à une circonférence, est un ensemble des points de deux 
chemins fermés simples (réciproquement inverses), et de ces chemins seuls, 
ayant une origine donnée (qui peut être représentée par tout point de 
l'ensemble). 


Démonstration. Soit À une représentation paramétrique d’un chemin fermé simple L ; 
en vertu du lemme 1, on peut poser D, = [0, 2x]. Soit / une application du segment (0, 2x] 
dans R° donnée par les équations paramétriques (1) et donc, ayant pour image une circonfé- 
rence C définie par l'équation (3). La restriction fo de f à l'intervalle ]0, 2r{ est injective 
et, pour cette raison, inversible ; soit g = f, ! ; g est une application de l’ensemble Co des 
points de C distincts du point (1, 0) dans l'intervalle ]0, 2x. 

Montrons que g est continue. En effet, soient (xo, yo) € Co et fo = g(xo, yo). Considérons 
un €-voisinage quelconque du point #, contenu dans l'intervalle ]0, 2xrf[. L'ensemble F des 
points de C qui correspondent aux valeurs { n'appartenant pas à ce voisinage est un compact 
en tant qu'’image du compact {0, fo — €] U[to + €, 2x] par une application continue / et, 
par conséquent, F est un fermé. C’est pourquoi, € NX Fest un ensemble ouvert dans C. Or 
Co, J)EC\Y Fet g(C\X FC Jo -— €, to + el. Par conséquent, l'image réciproque de tout 
voisinage du point g(xo, Yo) par g est un voisinage du point (xo, Jo) dans Co, i.e. g est continue. 
Il en résulte en particulier que fo est un homéomorphisme de JO, 2x{ sur Co. 

Pour tout point (x, y) € C, posons maintenant 


h(g(x, y)) si (x, y) € Co, 
p(x, y) = 


(5) 
h(0) si (x, y) = (1, 0). 


Il est évident que l’image de # coïncide avec celle de h. Montrons que # est continue. Pour 
les points (x, y) € C cela résulte de la continuité de g et À. D'autre part, de la façon analogue 
à la démonstration de la continuité de g, on peut montrer, en considérant les demi-voisinages 
droits du point 0 ou, respectivement, les demi-voisinages gauches du point 2x, que g(x, y) — 0 
lorsque (x, y) tend vers le point (1, 0) en parcourant la moitié supérieure de la circonférence 
C'et que g(x, y) — 2x lorsque (x, y) tend vers (1, 0) en parcourant la moitié inférieure. Pour 
cette raison, &(x, }) tend vers (0) dans le premier cas et vers A(2x) dans le deuxième. Comme 
le chemin L est fermé, A(0) = h(2+x). Par conséquent, w(x, y) — #(1, 0) lorsque (x, y) — (1, 
0), ie. w est aussi continue au point (1, 0). Enfin, # est injective. En effet, puisque le chemin 
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L est simple, h est injective sur g(Co) = J0, 27l et g est injective sur Co en tant qu'application 
inverse, c’est pourquoi, # est injective sur C et, en outre, w(1, 0) = h(0) € h(]0, 2x0) = w(Co). 
Ainsi, # est une application injective continue de la circonférence C dans l’ensemble K des 
points du chemin L et, par conséquent, # est un homéomorphisme de C sur K. Ceci étant, 
# envoie le point (1, 0) de C dans l'origine (0) du chemin L. 

Soit maintenant Æ un ensemble quelconque de points du plan, qui est homéomorphe 
à une circonférence, et soit go € K. Etant donné que, pour deux circonférences quelconques 
et deux points choisis sur chacune d'elles, il existe une application homéomorphe d’une circon- 
férence sur l’autre envoyant un point choisi dans l’autre, on trouve une application homéomor- 
phe ÿ de la circonférence C sur K envoyant le point (1, 0) dans &. Posons À” = Ÿ ° f. Si 
h'(x) = h'(y), on a f(x) = fr) puisque Ÿ est injective, de sorte que x = 0, y = 2x six < y; 
d'autre part, #(0) = f(2x) = (1, 0) implique A’(0) = h’(2x) = Go. Ainsi donc, A’ est une 
représentation paramétrique du chemin fermé simple L'’ dont l’ensemble des points est K 
et l'origine est 4. Soit L un autre chemin fermé simple d'origine go et de support K et soit 
h, sa représentation paramétrique ; en vertu du lemme 1, on peut poser que Dr = [0, 2x] 
et que l'application # définie par (5) est un homéomorphisme de C sur X d’après ce qui a 
été démontré plus haut. On a de plus À = # » f. En effet, & + fo = hoge fo = ho où ho est 
la restriction de À à ]0, 2x, et (w + f)(0) = &(1, 0) = (0) et (w © f}(27) = w(1, 0) = h(2x). 
Soit À; la restriction de À’ à ]0, 2x, ie. h; = Ÿ + fo. Puisque fo est un homéomorphisme 
de J0, 2xf sur Co et que # et Ÿ sont des homéomorphismes de C sur K, ho et À; sont des 
homéomorphismes de J0, 2x{ sur X X {qo]. Il en résulte que ÿ) = Àj ‘hj est un homéomor- 
phisme et, par conséquent, une application strictement croissante ou strictement décroissante 
de l'intervalle ]0, 2x[ sur lui-même Ceci étant, on a h, = ho © jo. Si Jo est strictement crois- 
sante, posons 


jo(t) si 1€ ]0, 2x, 
j@)= { O0 si t1=0, 
27 si { = 2x, 


si bien que / est une application strictement croissante du segment [0, 2x] sur lui-même. 
Comme h’(0) = A(0), A’(2x) = h(2r), on a h° = he j, de sorte que h’ — h, ie. L’ = L. 
Si jo est strictement décroissante, posons 


00.2  Jo(f) Si #€ 0, 2x, 
jo = 0 si 1=0, 
2x si { = 27%, 


de sorte que j est de nouveau une application strictement croissante de [0, 2x] sur lui-même. 
Comme h, = ho ° 00,2» ° (00.25 ° Jo) €et hA’(0) = h(2x) = h(0) = h’(2x)}, on obtient 
h' = (he 00.2+) ° j ; par conséquent, on a dans ce cas À’ — h + G0.2», i€ L' = —L. 

En particulier, toute circonférence de R°, sur laquelle on a choisi un 
point et un sens de parcours, est l’ensemble des points de l’unique chemin 
simple dont l’origine est le point choisi. En se fondant sur ce fait, on identi- 
fiera ces circonférences et ce chemin. 

4. Composition des chemins 

Supposons que l'extrémité du chemin Z serve de l’origine du chemin 
M. On peut alors composer de L et de M un nouveau chemin. En effet, 
soient f et g des représentations paramétriques respectives des chemins L 
et M, avec D; = [a, b] et D- = [a, b], de sorte que f(b) = g(a). Prenons 
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un nombre c > b et posons g = £ ° j où j est une application affine crois- 
sante de [b, c] dans [a, b]: 


HN ei tD ee = 
(6) j() = a + = (b — a). 
Soit g une autre représentation paramétrique du chemin M. On a mainte- 


nant /(b) = g(b), et les fonctions f et g peuvent être « collées » de façon 
élémentaire à condition de poser 


_{fQ@) si a<t<b, 
(1) ADI nr si b<t<c. 


Au point { = b les deux définitions sont compatibles, et À est continue (car 
elle est continue à gauche en tant que j et à droite en tant que g) ; h est 
une représentation paramétrique d’un chemin N. Il est aisé de voir que le 
même chemin peut être obtenu pour n’importe quel choix de représenta- 
tions paramétriques des chemins Z et M. On dira que le chemin N est le 
composé des chemins L et M et on le notera L + M. 

La notion de composé des chemins se généralise par récurrence à toute 
suite finie (Lise nn de chemins tels que l’extrémité du chemin L; coïncide 
avec l’origine du chemin L;,, pour tout entier ; € [1, ñ — 1] ; si le composé 
de 7 — 1 chemins est déjà défini, on entend par composé des chemins 
Li, ..., Ln-1, Ln (satisfaisant à la condition mentionnée) le chemin 


(8) (Li +... + Ln-1) + La. 


Si les chemins L; sont des segments, leur composé s'appelle ligne poly- 
gonale. 

5. Chemin de classe C' 

On appelle chemin de classe C' le chemin admettant une représentation 
paramétrique continüment différentiable. Le segment (4) en sert 
d'exemple élémentaire. Notons que la différentiabilité peut disparaître lors 
du passage à une autre représentation paramétrique. Mais il est très impor- 
tant que cette représentation continüment différentiable existe. 

THÉORÈME 3. Le composé des chemins de classe C' est un chemin de 
classe C!. 

Démonstration. Soient L et M deux chemins de classe C', de sorte 
qu’ils possèdent des représentations paramétriques continüment différen- 
tiables f et g, avec D; = [a, b], D; = [a, b] et f(b) = g(a). Sic>bet j 
est une application affine (6) de [b, c] dans [a, b], g = g ° j est aussi conti- 
nüment différentiable. Mais À, définie par les conditions (7), peut ne pas 
être différentiable au point b (h possède en b les dérivées à gauche et à 
droite, qui peuvent ne pas coïncider). Collons alors les arcs f et g d’une 


17° 
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façon plus régulière. Posons 


run _ (JUab()) si a<t< b, 
di Re si b<I<C, 


où 


, v—u : x({ — u) 
Ju.v() = u + ne. (1 COS ee à 


) &<1<) 

(voir n° 1) ; f'° ja. b et g © jb,- Sont aussi des représentations paramétriques 
des chemins L et M. L application h est continüment différentiable sur 
les intervalles [a, b[ et ]b, c]. Elle est aussi continüment différentiable au 
point b. En effet, À a pour composantes 


Ton — JiUa.b(t)) Si a<tK<b, 
AVE net si b<t<e, 


où ji sont les composantes de l'application f et g; celles de l'application 
g. Puisque ji et g; sont différentiables au point b, h; possède en b les dérivées 
à gauche et à droite. Comme j, ,(b) = j5,.(b) = 0, on a 


À}! saucte CO) = (bi. 8) = 0,  À/ aroie (D) = 8/(b)jé, <() = 0. 


Par conséquent, les dérivées h/(b) existent et sont nulles, d’où h' (b) existe 
et est nulle. En outre, puisque 


h;(1) = F!UÜa, b(1))ja, b(€) — f'{b)-0 = 0 = h;(b) 


lorsque { — b par valeurs inférieures et, de façon analogue, h;(t) — h;(b) 
lorsque f — b par valeurs supérieures, la dérivée h’ est aussi continue au 
point b. Donc, le théorème est démontré pour le composé de deux chemins. 
Il en résulte par récurrence que cette assertion est valable pour le composé 
de n’importe quel nombre de chemins de classe C'. 

COROLLAIRE. Toute ligne polygonale est un chemin de classe C. 

En particulier, la frontière du triangle, du carré, etc., est un chemin de 
classe C' si l’on choisit d’une façon appropriée les origines de ses compo- 
santes rectilignes, 1.e. elle admet une représentation paramétrique continü- 
ment différentiable (bien que certains de ses points soient « anguleux »). 

Il faut noter en conclusion que si L est un chemin de classe C", il en 
est de même du chemin — L. Ceci résulte de la définition du chemin inverse 
(voir n° 2) et de la différentiabilité continue de la transformation symétri- 
que du segment. 

6. Longueur du chemin 

THÉORÈME d. Toutes les représentations paramétriques d’un même che- 
min possèdent la même longueur. 
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Démonstration. Soient j et g des représentations paramétriques du chemin L, de sorte 
que g = f ° j où j est une application strictement croissante du segment D, = [c, d] dans 
le segment D; = [a, b]. L'application ; engendre une bijection de l'ensemble Fe, de toutes 
les subdivisions du segment [c, d] sur Fa.b]: A savoir, si 7’ est une subdivision du segment 
[c, d]: 

C=h<thi<... <t_, <= d, 
les points # = j(t,;) vont dans l’ordre croissant de fo = a jusqu'à {, = b et engendrent ainsi 
une subdivision 7 du segment [a, b] ; notons-la j(T’); on a alors T’ = j '(T). Chaque 


subdivision T €... 4 engendre une ligne polygonale inscrite dans l'arc g ; la longueur de cette 


ligne est 
n—1 


= D) Viet) - + Lei, 1) - &G/)°, 


k=0 


OÙ g1, g2 sont les composantes de l'application g. De façon analogue, T = j(T') engendre 
une ligne polygonale inscrite dans l'arc f et ayant la longueur 


n— |! 
Ir = > Vi Ge) — A) + LG) — RG) ?, 


kKs=0 


où f1, 2 sont les composantes de l'application jf. Or g = f * j implique 
Six) = Uie js) = gi)  G=1,2;:k=0,1,...,n- 1), 


d'où /,-= /r. Par conséquent, 


Sup Î7= Sup lys 
TE cd TE Se.) 


ie. les arcs f et g sont d’une même longueur. 

Il est naturel de dire que la longueur commune aux représentations paramétriques du 
chemin L est la longueur du chemin L et que L est un chemin rectifiable si sa longueur 
est finie 
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1. Formes différentielles sur le plan 

On appelle forme différentielle sur un domaine D C R° toute famille 
de fonctions linéaires homogènes sur R?, dépendant du paramètre (x, }) 
parcourant D. 

Toute fonction linéaire homogène sur R? est de la forme 


Ph + Ok, 
où P et Q sont des constantes et (4, £) parcourt R?. C’est pourquoi, la 


forme différentielle sur D est définie par un couple de fonctions P(x, y), 
O(x, y) sur D et a pour expression 


(1) IX, y}(h, k) = P(x, y)h + Q(x, »}K. 
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Donc, si Fest une fonction différentiable sur D, sa différentielle dF(x, y) 
est une forme différentielle sur D donnée par la formule 


dF(x, y)(h, k) = FC, ph + F;(x, pk. 


En particulier, pour les fonctions de coordonnées F{(x, y) = x et F(x, y) = y 
on a respectivement 


dx(h, k) = h, dy(h, k) = 
En portant ces égalités dans (1), on obtient 
IX, y}, k) = P(x, y)dx(h, k) + QG, y)dy(h, k) 
pour tout (h, k)e R°, ie. 
(2) I(x, y) = P(X, y)dx + QG, y)dy. 


Telle est l'expression générale de la forme différentielle sur un domaine 
plan. En particulier 


(3) dF(x, y) = F;x, y)dx + F,(x, y)dy. 


REMARQUE. On démontre en théorie des intégrales définies que toute 
forme différentielle f(x)dx possède une primitive sur l’intervalle où f est 
continue, i.e, qu’elle s’écrit F’ (x)dx. L’assertion analogue pour les formes 
différentielles sur les domaines plans n’est pas vraie en général. Plus loin, 
on établira les conditions suffisantes que doivent vérifier P et Q pour que 
la forme (2) soit une différentielle exprimée par (3). 

2. Notion d’intégrale curviligne 

Le problème type de physique ramenant à une intégrale curviligne est 
le calcul du travail produit par un champ de forces stationnaire pour le 
déplacement d’un point matériel. Nous allons considérer le cas d’un champ 
plan. 

Le champ stationnaire plan est un domaine plan D (domaine de défini- 
tion du champ) en tout point (x, y) duquel est défini un vecteur FX, }) 
(le plus souvent une force) qui ne dépend pas du temps (pour cette raison, 
le champ est dit stationnaire). Soient P(x, y) et O(x, y) ses composantes. 
Il faut évaluer le travail R effectué par ce champ de forces pour le déplace- 
ment d’un poirit matériel de masse unitaire le long d’une trajectoire conte- 
nue dans D. 

Cas 1. La trajectoire est un segment de droite orienté S, et F (x, y) est 
un vecteur constant colinéaire au vecteur 5. On | pose, par définition, 
R = Fs où s = [$| (longueur du chemin) et F = |F] si F'et S'sont de même 
sens, et F = —|À | s'ils sont de sens opposés. 

Cas 2. Il se distingue du cas 1 par le seul fait que F et $'ne sont pas 
obligatoirement colinéaires. On pose alors, par définition, 


R=(F 5$>=1|F||5|-cos (5 F), 
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ie. R = PAx + QAy où Ax et Ay sont les coordonnées du vecteur 5, et P 
et Q celles du vecteur F: (Le travail n’est produit que par la projection ortho- 
gonale de la force F sur la trajectoire S:) 

Cas 3 (général). On décompose la trajectoire L en éléments Li, ... 
..., Ln êt On choisit un point (&x, mk) arbitraire sur chaque Z,.. Le travail 
produit le long de Z4 est approximativement égal à 


P(Ex, nk)Axk + Q(Ex, 7k) AY, 


où Axk et Ayk sont les différences des coordonnées de l’extrémité et de l’ori- 
gine du chemin Z+. Dans ce cas, le travail produit le long de toute la trajec- 
toire L est approximativement égal à 


2, P(Ex, mx) Axx + Q(Ex, nk)AYk. 
k 


Par définition, la valeur exacte R du travail produit le long de toute la 
trajectoire L est égale à la limite de la dernière somme (si cette limite existe) 
lorsque les éléments de subdivision de Z deviennent infiniment petits. 

Cela permet d’introduire la nouvelle espèce de l'intégrale sous une forme 
mathématique pure. Soient donnés : 

1) une forme différentielle P(x, y)dx + QO(x, y)dy sur un domaine plan 
D ; on supposera partout plus loin que P et Q sont continus ; 

2) un chemin L C D, avec une représentation paramétrique jf ; fi, f2 
sont ses composantes et [a, b] = D+. 

On envisage toutes les subdivisions possibles (7, =) du segment {[a, b] 
par des points 


a=b<h<... <tn-1 <a =D et Tk E [fk, lk+1] 
(& = 0, 1, ..., n). 


Pour chaque couple (7, *) on écrit la somme de Riemann 
n-1 


RS: = 2 Ps nk)Axk + Q(Ek, 7x) AYe, 
où 
Ek = fire), ne = f2(Tk), 
xx = fi(fk +1) — f(x), AYk = fi(tk+1) — fi(tx). 


Si RŸE tend vers le nombre R lorsque dr — 0, on dit que R est l'intégrale 
de la forme différentielle P dx + Q dy le long du chemin L et on la note 


[ PQ, y)dx + Q(x, dy (ou { Pdx + o&) 


L L 


La forme elle-même est dite intégrable. 
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Montrons que l'intégrale curviligne |Pdx + Ody ne dépend pas du 
L 

choix de la représentation paramétrique f du chemin L. En effet, soit g 
une autre représentation paramétrique de ce chemin et soit D, = [c, d], 
de sorte que g = f ° j où j est une application strictement croissante de 
[c, d] dans [a, b]. L'application ; engendre une correspondance biunivoque 
entre les subdivisions (T”, =’) et (7, =) des segments [c, d] et [a, b] ; plus 
précisément, si {;, 7£ sont des points de la subdivision (T”, Z ’) du segment 
[c, d], les points #4 = j(t£) et rx = j(r£) forment une subdivision (7, =) 
du segment {[a, b] et vice versa. Les couples (7, :) et (T’, Z’) engendrent 
les sommes de Riemann R$°- et R®#=. identiques. En effet, notons F une 
application de D dans R° de composantes P, Q. En gardant les notations 
utilisées pour la définition de l’intégrale curviligne, on a alors 


P(&x, mx) Axk + Q(&x, m)Ayk = POUR) ik + 1) — fi (tk)] + 
+ QU) LA (+ 1) — 2tx)] = CFÜUrx)), f(x + 1) — S(tx)) 


et C’est pourquoi 


n— 1 


R$= = 2 (Fr), Uk + 1) — f(x)) = 


n—-1 


= 2 UD, SU + D) — SUD) = 


n—Î1 


= 2 (Fri), 8Gi4 1) — UE) = RPz 


Soit maintenant RŸ2 — R lorsque dr — 0, ie. 
(ve > 0)(35 > OJ(V(T, E))(dr < ô = |RYE — R| < e). 
Vu que j est uniformément continue sur [c, da], il existe un 7 > 0 tel que 
lési —tl <= JG41) — JG) < 8  K=0,1, ..., n — 1), 
1e. dr < n = dr < ô. Par conséquent, 
(ve > O)(an > OXV(T', Jar < n = |R7z — RI= RP: — RI< €), 


ie. R@= — R lorsque dr — 0. 

3. Propriétés fondamentales de l’intégrale curviligne 

THÉORÈME 1. Soient L. et L: deux chemins dans un domaine D plan, 
tels que l'extrémité de L\ coïncide avec l'origine de L:. Si la forme différen- 
tielle P dx + Qdy définie sur D est intégrable le long de chacun de ces 
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chemins, elle est également intégrable le long de leur somme L = L: + Li, 


et 
[Pdx + Ody= [ Pdx+ Ody+ | Pdx + Ody. 


L L: Li 


Démonstration. D’après la définition de la somme des chemins, il 
existe une représentation paramétrique f du chemin L, avec D, = [a, cl], 
et un point DE Ja, cf tels que la restriction /1 de f au segment A: = 
= [a, b] est une représentation paramétrique du chemin Z et que la restric- 
tion / au segment A2 = [b, c] est celle du chemin Z>. Soit 


R; = | Pdx + Qdy (i = 1, 2). 
L: 
Fixons un € > 0. Il existe alors un 6; > 0 (i = 1, 2) tel que pour toute subdi- 
vision (7;, =) du segment A; on a 


dr, < b; = RP — Ri| < : , 


Soit F une application de D dans R°? de composantes P, Q ; rappelons 
qu’elles sont supposées continues. Vu que l’application F ° f du segment 
[a, c] dans R° est alors continue, elle est bornée, i.e. il existe un C > Otel que 


LFYJ(O) < C pour tout 1€ [a, cl. 


Etant continue, jf est uniformément continue sur {[a, c], de sorte qu’il existe 
un 63 > 0 tel que 


vt',t'ela, dl" —-1t"| < 53 = ft”) — FA") < Se - 
Posons ô = min {ô:1, 62, 63} et soit (7, =) une subdivision arbitraire du seg- 
ment [a, c], avec dr < 6. Deux cas sont possibles : 
1) c est un point de la subdivision 7, c = f4. Alors 


U,) (,) 
RP= = Ryjz, + Rr,,=,, 


où (71, Z1) est une subdivision du segment A, par les points fo, To, fi, 
Tis cs k1, Tk=1, {e et (72, Æ2) est une subdivision du segment A2 par 
les points fx, Tk, -.., {n—1, Tn—1, {n. Comme dr, < Ô < b1 et dr, < Ô 02, 
on a 


RS = (Ri + R2)| = (RS — Ri) + (RŸE, — Ri)| << + 5 <E: 


2) il existe un & tel que fk < C < tx+1. Définissons les subdivisions 
(Ti, Zi) des segments A; de la façon suivante : 


(7, #1) : lo, TO: ---» Tk=—1) lk, Tks C ; 
(72, %2) : C; Tk fk+1s Tk+ls sr Tn—1)3 Un, 
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où 74 et 7T£ sont des points de [fk, cl et [c, fx+1]. Alors, 
Re = RŸE + RE + CFUUrx)), fUx +1) — fUx)) — 
— CFÜ{rs)), SC) — S(x)) — FOUT), f(x +1) — S(0)). 
Etant donné que dr, < ô1 et dr, < à, on obtient 
[RE — (Ri + Ri2)| < RE =, — Ril + IR? =, — Ril + 
+ FO) Gr + 1) — FE + IF LS) — SG) + 
+ IFO(rO)L IS (x + 1) — SOI <3 Le 3 + 3C-— = €. 


5e 
Ainsi donc, 


(ve > 0)(36 > O)(V(T, E)}(Ar < ô = RP = — (R1 + R2)l| < €), 


i.e. ( P dx + Ody existe et est égale à 
L 
Ri+R1= | Pdx + Qdy + | Pdx + Ody. 


L Li 
THÉORÈME 2. La forme différentielle P dx + Q dy sur D est intégrable 
le long du chemin L si et seulement si elle est intégrable le long du chemin 
inverse — L. Ceci étant, on a 


| P dx + Ody = — | Pdx + Qdy. 
_- L 
Démonstration. Soit f une représentation paramétrique du chemin ZL 
et soit (7, Æ) une subdivision du segment [a, b] = D; par les points a = to, 
TO» 15 ++. Tn-1, ên = D. La symétrie 4, transforme (7, =) en une subdivi- 
sion (7, =) de [a, b] par des points a = fo, To, l1, ..., Tn-1, {n = D tels que 
Oa,b(tx) = (n-k (K=0, 1, ..., n), 
Ca, b(Tk) = Tn-k-1 (&Æ = 0, ], cs 1 — 1) 
(fig. 66). L'application f = f ° o,» est, par définition, une représentation 
paramétrique du chemin — L. Soit F une application de D dans R° de com- 


posantes P, Q et soit /=n-KkKk—1; / parcourt avec Æ les nombres 
0, 1, ..., ñ — 1 (mais dans l’ordre inverse). On a 


RŸE = E (FU), FU + 1) — F()> = 


… ” n—1 ” 
= : CFÜTa-k-1)), fUn-k-1) — f(n-x)) = 2 (FÜR), f(H)) — 
n—1 


= f+1)) = — 2 FÜR), fs 1) — fG)> = -RPE 


[=0 
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EEE 
at T, dr ... trs 


Fig. 66 


Si [Pdx + Qdy existe, RF = — | Pdx + Q dy lorsque dx + 0. Or dr = dÿ. 
L L 
Par conséquent, Re + — | Pdx + Ody lorsque dr — 0, i.e. P dx + 
L -L 
+ Ody existe et est égale à — [Pdx + Qdy. Comme —-(-L)= L, la 
L 
réciproque est aussi vraie. 
Les intégrales curvilignes vérifient l’assertion analogue au critère de con- 
vergence de Cauchy. 
THÉORÈME 3. Soient f une représentation paramétrique du chemin L, 
(7, *) et (T', =’) des subdivisions du segment [a, b] = Dr et R°- et 
RDS les sommes de Riemann respectives de la forme différentielle 


P dx + Qdy. L'intégrale curviligne (Pdx + Q dy existe si et seulement si 
L 
(4) (ve > 0)(G3ô > O(V(T, E) et V(T', = °'))(dr < 6 et d7-< 6) = 
e IR°= = RŸ?= | < €. 
Démonstration. 1) La condition (4) est nécessaire. En effet, soit 
R = | P dx + Ody, de sorte que 


L 


(ve > 0)(36 > OX(V(T, €) (# <8=|RP- -R|< 3) 


On a alors 
(ve > 0)(36 > ON(V(T, =) et V(T’, = ’))(dr < 6 et dr-< 6) = 


= (RP - RPz | SIRPz — RI+IRPz — Rl<S+5=e, 


donc la condition (4) est satisfaite. 

2) La condition (4) est suffisante. En effet, considérons une suite de 
subdivisions (7x, Zn) du segment [a, b] pour laquelle dr, — 0. Il existe 
alors pour ô de la condition (4) un N tel que dr, < à pour tout n > N, 
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de sorte que la condition (4) implique : 
(ve > O)GNYvp > N et va > NUIRP =, - RP = 


PR 


| < €). 


Cela signifie que la suite numérique (RS 7,,=, ) Satisfait au critère de Cauchy 


et, par suite, converge vers un nombre R. Fixons maintenant (7, =) dans 
la condition (4) et remplaçons (7°, =’) par (Th, £à). En passant à la limite 
lorsque 7 — +, on obtient 


(ve > 0)(35 > OX(V(T, Æ))(dr < 5 = |RPE - R|< EE), 


ie. RP- —+ R lorsque dr 0, de sorte que | Pdx + Qdy existe et est 
L 


égale à R. 

Ce théorème est surtout utile lorsqu’on considère la notion de partie 
du chemin. On dit que le chemin Z. est une partie du chemin LZ s’il existe 
une représentation paramétrique f du chemin L et un segment [ai, b1] C D; 
tels que Ia restriction de f à [a:1, b1] est une représentation paramétrique 
du chemin Li. 

THÉORÈME d. La forme différentielle P dx + Q dy intégrable le long 
du chemin L est intégrable le long de n'importe quelle partie L, de L. 

Démonstration. L’assertion du théorème est équivalente à l’affirma- 
tion suivante : si la forme différentielle n’est pas intégrable le long d’une 
partie L, du chemin Z, elle n’est pas intégrable le long de Z non plus. Sup- 
posons que f soit une représentation paramétrique du chemin Z et que sa 
restriction /. au segment [ai, b1] C [a, b] = Dsoit une représentation para- 
métrique du chemin Z.. Si la forme différentielle P dx + Q dy n’est pas 
intégrable le long de Z., il existe en vertu du théorème 3 un € > 0 tel que 
pour tout à > 0 il existe des subdivisions (71, Æ1), . (T;, a. du segment 
[a:1, b1}, avec dr, < 6, d7: < 6, pour lesquelles JR =, — RS .|2>e€. Pro- 


longeons (71, _ et (T;, Æ,) par les mêmes points jusqu’aux subiisions 
(T, *) et (T', =’) du segment [a, b] de telle sorte que les diamètres des 
paiision ne ot pas augmentés. Comme RP. - RAD. = RY — 


— RŸ z:, On obtient 


(3e > ou > OJA(Z Æ) et AT”, Æ’))(dr < 6, dr< à 
et (RP - RD | > e). 


En vertu du théorème 3 cela signifie que P dx + Q dy n'est pas intégrable 
le long de Z. 

4. Intégrales le long du chemin fermé 

Soient Z un chemin fermé, f une représentation paramétrique de Z, 
Df = [a, b] et ce]ja, b[. On a alors L = L,,., + Lip; Où Lja,q est une 
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partie du chemin L correspondant à la restriction de f à [a, c], et LL 
est une partie de Z définie de façon analogue. Puisque le chemin L est 
fermé, f(a) = f(b). C'est pourquoi, il existe le chemin Le = Lip} + Lio q: 
Il est en général distinct de L ; par exemple, si /(c) # f(a), les chemins L 
et L. ont des origines différentes. Cependant, /a forme différentielle 
P dx + Qdy intégrable le long de L est intégrable le long de L., et 


[ P dx + Qdy = [ Pax + Q dy. 
L c 


En effet, si la forme différentielle P dx + Q dy est intégrable le long de 
L, le théorème 4 dit qu’elle est intégrable le long de L,., et le long de 
Licb- Ceci étant, on obtient en vertu du théorème 1 : 


|Pdx + Qdy= [ P dx + Qdy + | P dx + Qdy. 
L Lia,c| Lic,b] 


Il résulte toujours du théorème 1 que P dx + Q dy est intégrable le long 
de Z. et qu’elle a de plus la même intégrale 


| Pdx + Q dy = Î P dx + Ody + [ P dx + Qdy. 
Le L{c.b] L{a,c 


Ainsi donc, en intégrant le long du chemin fermé, on peut choisir l’origine 
d’une façon arbitraire (à condition de garder le même sens de parcours) 
S. Intégrale curviligne par rapport à l’abscisse et à l’ordonnée 


Si Q = 0 sur l’ensemble des points du chemin Z, on écrit | Pdx au lieu 
de | Pdx + Qdy et on dit que cette intégrale curviligne est _— intégrale 
on à l’abscisse. De façon analogue, si P = 0 sur L, on écrit (Q dy 
au lieu de {Pdx + OQdy et on l’appelle intégrale par rapport à lodonnée 
Soit f nc paramétrique du chemin Z, avec D; = {a, b] et 
les composantes & et ÿ. En utilisant les notations standard, on peut alors 
écrire : 


n—1! 

(5) (Pdx = lim 2 PÜU))le(x +1) — p(x)l, 
L dr-0KkKk=0 
n-1 

(6) (Q dy = lim >, QU(rx))lY (x +1) — Y(x)]. 
L dr-—0 K=0 


Il est évident que 
| Pdx + Ody = (P dx + (Q dy. 


L L L 
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On voit de la formule (5) que si le chemin Z est orthogonal à l’axe x, 1.e. 


w est constante, on a | P dx = 0. De façon analogue, il résulte de la formule 
L 


(6) que si le chemin L est orthogonal à l’axe y, (Q dy = 0. Il résulte aussi 
L 
de la formule (5) que P = 1 est intégrable le long de n’importe quel chemin 


L et 
[dx = w(b) — g(a). 


L 


De façon analogue, Q = 1 est intégrable le long de tout chemin et 


{dy = ÿ@) — y(a). 


L 


$ 3. Existence et calcul des intégrales curvilignes 


1. Intégrales curvilignes exprimées par une intégrale définie 

THÉORÈME 1. Supposons que la fonction P(x, y) soit continue sur 
l'ensemble des points du chemin L donné par une représentation paramétri- 
que f, avec D; = {a, b] et les composantes & et Ÿ. Si + est continûment 
dérivable, la forme différentielle P dx est intégrable le long de L et 


b 
(1) [PQ y)dx = | PU), Y())e”(t)dr. 
L a 
Démonstration. Si ©’(f) = 0 sur [a, b], le second membre de Ia for- 


mule (1) est nul. Dans ce cas, le premier membre est aussi nul puisque 4 
b 

est constante. Soit ’(1) # 0. Comme # est continue, on a (le "(Oldt > 0. 
a 

Vu que P est continue sur f([a, b]) et f est continue sur [a, b], P° f est conti- 

nue et, par suite, est uniformément continue sur [a, b]. Pour cette raison, 


(Ve > 0)(36 > O)(V'E [a, b] et Vvrela, b]) (1 — T| <= 
b 
= PU) PU < e] Île" cotée) 


Si maintenant (7, Æ) est une subdivision du segment [a, b], on a en nota- 
tions standard 


n—1 Ces 


ni +1 
RFz = 2 PUmeG +1) — el = Z PU) | 6’ (dt = 


fk 


= Z ( PUme (ar 


k=0 tk 
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D'autre part, 
b n-1 si 
[PUW)e' dt = Z | PUW)e' (dr. 
a k=0 th 
Si dr <ô,ona(f — rl < {k+1 — tx < 6 pour f € [fx, tx +1] (rappelons que 
Tk € [fk, tk+1]), d’où l’on conclut que 
n—1 lys) 
<> PUO) - PUt)le’ (dr < 


| [Puwe" bar - RP 


n—1 ©,,; 
Re > lo" (Id = €. 
Île’ @Idt K=O #, 


Ainsi donc, 


b 
PU)" (dt = Jim RE = [Pdx. 
a Te L 


On démontre de façon analogue le théorème suivant. 


THÉORÈME 1’. Supposons que la fonction Q(x, y) soit continue sur 
l'ensemble des points du chemin L donné par une représentation paramétri- 
que f, avec Ds = [a, b] et les composantes & et Ÿ. Si Ÿ est continüment 
dérivable, la forme différentielle Q dy est intégrable le long de L et 

b 


(7) (QG, dy = QG, YU))L' dr. 


L a 


Les théorèmes 1 et 1’ impliquent directement le théorème suivant. 

THÉORÈME 2. Si les fonctions P(x, y) et Q(x, y) sont continues sur 
l’ensemble des points du chemin L de classe C', la forme différentielle 
P dx + Ody est intégrable le long de L et 


b 
@) ([Pdx + Qdy = [[PEQ), VO)e'(O + QE), YO)’ Older, 


L a 


où get Ÿ sont les composantes d'une représentation paramétrique continü- 
ment différentiable du chemin L définie sur [a, b]. 
EXEMPLE 1. Soient D un plan de coordonnées à l’origine pointée, 


} 


pr. QG D = rx 
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(&,y) 


Fig. 67 


et L une circonférence de rayon a définie par les équations paremétriques 
(3) X=acosit, y=asinmt (0O<1< 2x). 
Alors 
2x 
par + Q dy = [ (- ST (a sin ) + 28 ! a cos +) di = 
a 
L 


2x 
— dt = 2x. 
O0 


On a pu prévoir ce résultat en partant des considérations physiques. En effet, soient P 


l be à 
et Q les coordonnées d’un vecteur de longueur -————— perpendiculaire au rayon vecteur 


Vx +y 


du point (x, y). Il s'ensuit (voir n° 2 du $ 2) que [Pdx + Q dy est le travail produit par 


une force d'intensité constante 1/a dirigée le long de la tangente à la circonférence (3), quand 
le point d'application de cette force parcourt la circonférence (fig. 67) ; il est évident que ce 
travail est égal au produit de 1/a par la longueur 2xra de la circonférence, ie. à 2x. 


2. Intégrales le long du graphe de la fonction 

Soit L le graphe d’une fonction g(x) définie et continue sur un segment 
non dégénéré [a, b], orienté de gauche à droite, i.e. un chemin défini par 
les équations paramétriques 


x=1,, y=g(t) (a<t< b) 
(voir n° 3 du $ 1). Comme L admet une représentation paramétrique dont 


la première composante @(f) = ft est continüment dérivable (et $’(t) = 1), 
le théorème 1 dit que pour toute fonction P(x, y) continue sur LZ, la forme 
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différentielle P dx est intégrable le long de Z et 
b b 
(P dx = | PG, g(t))dt = | PQ, g(x))dx. 
L a a 
De façon analogue, si l’on prend l’axe y pour l’axe des abscisses et que 
L soit le graphe d’une fonction A(y) continue sur un segment non dégénéré 
[c, d], orienté de haut en bas, on a 


d 
(Q dy = (QUO), nd. 
L c 


S 4. Formule de Green 


La formule de Green établit une relation entre les intégrales curvilignes 
et les intégrales doubles. On ne la démontrera ici que pour quelques cas 
particuliers. 

1. Formule de Green pour les figures simples 

1° Soit o une figure fermée limitée par les droites x=aetx=bet 
par les graphes des fonctions continues w1(x) et w2(x) (fig. 68 ; repère 
direct). On a vu au n° 11.5.2 que o est un compact quarrable. Sa frontière 
est un ensemble des points du chemin fermé 


L = AB + BC + CD + DA, 
où. AB est le graphe de ia fonction #. sur {[a, b], orienté de gauche à droite, 
BC est le segment d’origine B(b, w1(b)) et d’extrémité C(b, w2(b)), 
CD est le graphe de la fonction #2 sur [a, b], orienté de droite à gauche 


et DA est le segment d’origine D(a, w2(a)) et d'extrémité A(a, w1(a)) ; les 
segments BC et DA peuvent dégénérer en un point. 


Fig. 68 
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Fig. 69 


Soit D un domaine qui contient o et soit P{x, y) une fonction définie 
dans D et continue en tous les points du compact o, ainsi que sa dérivée 


partielle par rapport à y. Alors la forme différentielle P dx est intégrable 
le long du chemin L et 


- -\|\92%P 
o [px = - [T2 axe 
L oc 
En effet, 
à b vw, 
P _ 0P : 
[ae [OT Sw)a- 
o a  pi(x) 


OS Cm, © 


[P@, #20) — P(X, #1(x))]dx = [ax 5 [Par - 
DC 48 
F 


= - [par - [pax- | pax- | par - - [pa 


4B BC CD DA 
2° Soit maintenant o une figure fermée limitée par les droites y = cet 


} = d'et par les graphes x = ÿ.(y) et x = ÿ2(y) des fonctions continues 
ÿ1 et Ÿ2 (fig. 69) ; o est un compact quarrable. Sa frontière est un ensemble 
des points du chemin fermé 


L = AB + BC + CD + DA 


(la frontière de o est de nouveau orientée dans le sens direct !). 
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Soit D un domaine qui contient os et soit Q(X, y) une fonction définie 
dans D et continue en tous les points du compact 0, ainsi que sa dérivée 
partielle par rapport à x. Alors la forme différentielle Q dy est intégrable 
le long du chemin L et 


e) [o& - [TS axa 
L 


En effet, 


Vi 


d ©) 
IEATÉ CE 


©C 410) 


d 
= [1620 }) — Q(10), »idy = | Ody + [04 + 


AB BC 


+ 


Ce, 


oay+ | od= [os 
CD DA L 

REMARQUE. La présence des signes différents dans les formules (1) et 
(2) s'explique par le fait que le repère et le chemin Z sont d’une même orien- 
tation directe dans le premier cas, tandis que dans le deuxième, lorsque 
l'axe y est pris pour l’axe des abscisses et le repère devient rétrograde, ils 
sont d’orientations contraires. 

3° On appelle figure élémentaire sur le plan de coordonnées un compact 
a qui est en même temps de la forme 1° et de la ‘forme 2° (fig. 70). Par 
exemple, toute figure convexe est élémentaire (fig. 71). 


Fig. 71 


276 INTÉGRALE CURVILIGNE (CH. 15 


Supposons que dans un domaine D qui contient une figure élémentaire 
o, soient données deux en P(x, y) et Q(x, y) continues et ayant des 
dérivées partielles continues a et Le en tous les points de o. Soit L le 
chemin qu'on obtient de la frontière de o en la parcourant dans le sens 
direct. Alors en vertu des formules (1) et (2), la forme différentielle 
P dx + Qdy est intégrable le long du chemin L et 


G) [Par + Day - NÉRET 
L oc 


C'est la formule de Green. Son application à d’autres classes de figures 
o et sa généralisation au cas multidimensionnel font l’objet de la théorie 
des variétés différentiables et dépassent le cadre de notre cours d’analyse 
mathématique. 

2. Application de la formule de Green au calcul des aires 

Soit o un compact quarrable dont la frontière est l’ensemble des points 
d’un chemin fermé simple L ; supposons que le repère et le chemin L soient 
d’une même orientation directe. Si {a formule de Green peut être appliquée 
äâcetL,ona 


2 
L 


(4) are 9 = 3 | xd - y dx. 


En effet, prenons pour le domaine D tout le plan et posons P(x, y) = 


= —y/2, Q(x, >) = x/2. Alors © - d 1, d'où 


ae (fr [E-Du 


EXEMPLE 1. Calculons l’aire de . figure fermée o limitée par l’astroïde 
(5) x?23 + y#3 = a (a > 0) 
(fig. 72). C’est une figure élémentaire limitée par les graphes des fonctions 


continues (donc, une figure quarrable). L’astroïde (5) est un ensemble des 
points d’un chemin fermé simple L défini par les équations paramétriques 


x=acos" t, py=asin { (0<1< 2x). 
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Ainsi donc, on peut appliquer la formule de Green à o et L, de sorte que 
l’aire de o peut être calculée d’après la formule (4) ; en recourant à la for- 
mule (2) du $ 3, on obtient 


2x 
aire o = : (ce cos? t-3a sin? t-cos { + a sin° t-3a cos? t-sin t)dt = 
0 
2x ; 2r 
= # [ in? t cos* { + sin* £ cos? f)dt = [sin t cos? t dt = 
O0 
; 2x ; 2r 
3a . 2 3a 1 — cos 4t 3 ; 
= \sin° 2tdt == | = df = = ra-. 
8 | 8 2 8" 
0 0 


Ainsi donc, l’aire de l’astroïde est égale à 3/8 de l’aire du disque circonscrit. 
Il existe bien sûr une infinité de procédés pour choisir P et Q de telle 
sorte que ae _ _ = ]. En voici deux avec les formules pour le calcul de 
l'aire : 
P=0, Q=x, aire o = {x dy ; 
L 


P=-y, Q=0, aireo= — [r dx. 
L 


QUESTION. Pourquoi l'intégrale curviligne dans la deuxième formule de l'aire est-elle pré- 
cédée du signe moins ? Comment s'accorde cela avec ce que l'aire du sous-graphe d’une 
b 


fonction g positive continue sur le segment {a, b] est égale à fecar = | } dx ? 
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$ 5. Formes différentielles exactes et fermées 


1. Intégrales curvilignes dépendant uniquement de l’origine et de l’extré- 
mité du chemin d'intégration 

Commençons par un exemple. Soit à calculer le travail produit par une 
force dans un champ newtonien, 1.e. dans le champ de forces dues à l’attrac- 
tion par un point matériel fixé. Ce point sera l’origine © du système de 
coordonnées cartésiennes rectangulaires xOy (nous n’envisagerons que le 
cas d’un champ plan). Le domaine de définition D de ce champ est le plan 
entier pointé en ©, et le vecteur défini en tout point de D est une force 
exercée, d’après la loi de l’attraction universelle, par © sur la masse unité 
placée en ce point (1.e. une force orientée vers le point © et ayant un module 
inversement proportionnel au carré de la distance entre ces points). 

Soient M un point arbitraire du plan, distinct de ©, r = Fm son rayon 
vecteur, 7 = rm Sa longueur et x, y ses coordonnées, de sorte que 
r=|r| = Vx? + y?. Le point M subit l’action de la force 


F= -k 


il Yi} 


où & est un coefficient strictement positif. En effet, le vecteur Fest orienté 


de M vers O, et |F| = k : , de sorte que le module de la force Fest inverse- 
r 


ment proportionnel au carré de la distance de M à O. Par souci de simpli- 
cité, choisissons la masse du point O de telle sorte que & = 1. Les compo- 
santes P, Q du vecteur F s'expriment alors par les formules 


P(x, sn. PR 
( }) Æ Q r? 


Soient maintenant À et B des points arbitraires du champ, Z un chemin 
arbitraire de classe C' d’origine À et d’extrémité B et R le travail de ce 
champ le long de Z. Alors 


R= | Pax + Qdy= - 22 T 
L L 
Par hypothèse, le chemin L peut être donné par les équations paramétriques 
x= pt),  y=40  (Ga<t<b) 


où & et ÿ sont des fonctions continûment dérivables. Vu que x? + y? = 7°, 
on à x dx + y dy = rdr, d'où 


__xdx+ydy _ _ dr _ 1I\_f1)\ 
mg. -#ea(t) (y'a 
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Pour cette raison, 


b 
R=[-2&s2® [(j'a-L 
r r r 
L a 


de sorte que R est le même pour tous les chemins ZL dans D de classe C' 
joignant À et B. 

Cette situation se rencontre dans d’autres cas et mérite une générali- 
sation. 

On dira que les intégrales de la forme différentielle P dx + Q dy dans 
le domaine D ne dépendent que de l'origine et de l'extrémité du chemin 
d'intégration si pour deux points quelconques À, B de D les intégrales de 
cette forme le long de tous les chemins de classe C' dans D d’origine À 
et d'extrémité B sont identiques. On a déjà vu que cette propriété est valable 
pour la forme différentielle 


b 1 ] 
a rB TA | 


x dx + ydy 
TETE 


définie sur le plan de coordonnées pointé à l’origine. 

THÉORÈME 1. Les intégrales de la forme différentielle dans le domaine 
D ne dépendent que de l'origine et de l'extrémité du chemin d'intégration 
si et seulement si les intégrales de cette forme le long de tous les chemins 
fermés de classe C' dans D sont nulles. 

Démonstration. Par souci de commodité, désignons la forme différen- 
tielle étudiée P dx + O dy par la lettre w. 


1) Démontrons que la condition est nécessaire. Soit (o L os, quels que 

Li L: 
soient les chemins L1, L: dans D ayant même origine et même extrémité. 
Soient L un chemin fermé de classe C' dans D, f sa représentation paramé- 
trique continüment différentiable et D; = [a, b]. Si le chemin L contient 


un seul point, 1e. f = const, on a | = (0. Supposons que Z contienne 
L 

plus d’un point. Il existe alors un point c € Ja, b[ pour lequel /(c) # f(a). 

Soient L:, L2 des parties du chemin Z, qui correspondent à la restriction 

de f aux segments [a, c] et [c, b] respectivement. Li et — L: sont des chemins 

de classe C'! ayant une origine commune /(a) = f(b) et une extrémité com- 


mune f(c). Donc, en vertu de l’hypothèse, jo = Î w. Or L = Li + Li. 


Par conséquent, 


280 INTÉGRALE CURVILIGNE [CH. 15 


2) Démontrons que la condition est suffisante. Supposons que les inté- 
grales de la forme différentielle w le long de tous chemins fermés de classe 
C' dans D sont nulles. Soient L: et L2 des chemins de classe C' dans D 
ayant même origine et même extrémité ; — L2 est aussi un chemin de classe 
C' dans D. Comme L = Li + (—L2) est un chemin fermé de classe C! 
dans D, E — {wo = EC + Î w = [o = 0 et, par suite, {w = fo. 

L: L: Li - Li L Li Li 

2. Formes différentielles exactes 

Qu'est-ce qui détermine donc que les intégrales de la forme différentielle 
ne dépendent que des extrémités initiale et terminale du chemin d’intégra- 
tion ? Dans le cas d’un champ newtonien plan, ce fait résulte de ce que 
__xdx + ydy _ d | 

a Vr 
dans le cas général. 

DÉFINITION 1. La forme différentielle P dx + Q dy sur le domaine D 
est dite exacte s’il existe sur D une fonction différentiable F telle que 


P dx + Qdy = dF, de sorte que P = © , Q = D La fonction Fest alors 
appelée primitive de la forme différentielle P dx + Q dy dans le domaine D. 
En particulier, la forme différentielle — "2e (où r = Vx7 + y?) 


. Il s'avère que la même condition reste valable 


est exacte dans le plan de coordonnées pointé à l’origine et possède 1/r 
pour sa primitive. (La grandeur 1/r est aussi appelée potentiel du champ 
newtonien.) 

Rappelons qu’en envisageant les formes différentielles P dx + Q dy, on 
considère que les fonctions P(x, y) et O(x, y) sont continues, de sorte que 
d’après le théorème 2 du $ 3, la forme P dx + Q dy est intégrable le long 
de tout chemin de classe C!. 

THÉORÈME 2. Les intégrales de la forme différentielle P dx + Ody 
donnée dans le domaine D ne dépendent que des extrémités initiale et termi- 
nale du chemin d'intégration de classe C' dans D si et seulement si cette 
Jorme est exacte dans D. 

Démonstration. 1) La condition est nécessaire. En effet, supposons 
que les intégrales de la forme différentielle P dx + Q dy le long de deux 
lignes polygonales quelconques dans D ayant même origine et même extré- 
mité soient identiques”). Soient encore Mo, Jo) un point fixe et M{(x, y) 
un point variable dans le domaine D. En vertu du théorème 3.1.9, il existe 
une ligne polygonale d’origine M et d’extrémité M contenue dans D. Par 


*) Leur existence résulte du théorème 2 du $ 3 puisque les lignes polygonales sont des 
chemins de classe C'. 
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hypothèse, les intégrales de la forme envisagée le long de toutes les lignes 
polygonales MM sont identiques, 1i.e. ne dépendent que de M (puisque 
le point 4 est fixe). Posons 


F(x, y) = F(M) = ( Pdx + Qdy 


MoM 


et montrons que Fest une primitive de la forme différentielle P dx + Qdy 
dans le domaine D. En effet, soient M. un point de coordonnées (x + h, 
y) et MMM une ligne polygonale obtenue par adjonction du segment 
MM à MoM (fig. 73). En vertu de l’additivité de l’intégrale curviligne et 


du théorème de la moyenne pour l’intégrale définie de la fonction continue, 
on a 


FQx + h, y) — F(x, y) _ 1 . 
EE ne + P dx + Ody 


gr | Pa | pt mare ». 
MM: à 
où £ est un nombre compris entre x et x + H. Par suite, 
FC + h, }) = FG ») ! = FG »)., P(x, y) lorsque A —0, 
. 0F . : 
ie. re existe au point (x, y) et est égale à P(x, y). De façon analogue, en 
joignant le segment MM à la ligne polygonale MM, où M est un point 


de coordonnées (x, y + £), on obtient que S existe au point (x, y) et est 


4 
1e 
0 zExh «x 


19-619 
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égale à O(x, y). Puisque P et Q sont continues, il en résulte que F est diffé- 
rentiable et que dF = P dx + Q dy. 

2) La condition est suffisante. En effet, soient P dx + Q dy = dF dans 
D et L un chemin arbitraire de classe C! dans D d’origine À et d’extrémité 
B. Par définition, il possède une représentation paramétrique continüment 
différentiable f ; soit D; = [a, b], de sorte que /(a) = À, f(b) = B, et soient 
w et ÿ les composantes de l’application f. Suivant le théorème 2 du $ 3, 


b 
{Pdx + Qdy = [[PUUW)e’ (0 + QUU)L' (O}dr. 


L a 
Or 
PUG)e"() + QU)" () = FJO)e’"() + FCUW)4" (0) = 

= Fe), #())" = Fe f)"(t). 


Par conséquent, 


b 
(1) | Pdx + Qdy = (ŒeN'Odr = 


L a 
= FÜG)) - FU{a)) = F(B) - F(A), 


de sorte que l'intégrale [Pdx + Qdy est la même pour tous les chemins 
L 
L de classe C! dans D d'origine À et d'extrémité B. 

REMARQUE. La comparaison de deux parties de la démonstration mon- 
tre que si les intégrales de la forme différentielle P dx + Qdy le long de 
toutes les lignes polygonales ayant même origine et même extrémité sont 
identiques, les intégrales le long de tous les chemins de classe C! ayant 
même origine et même extrémité sont aussi identiques. 

La comparaison des théorèmes 1 et 2 montre que leur corollaire est éga- 
lement juste. 

COROLLAIRE. La forme différentielle P dx + Qdy donnée dans le 
domaine D est exacte si et seulement si ses intégrales le long de tous les 
chemins fermés de classe C' dans D sont nulles. 

Il est évident que si F est une primitive de la forme différentielle 
P dx + Ody, F + cest aussi sa primitive, quelle que soit la constante c. 

THÉORÈME 3. Deux primitives de la forme différentielle exacte ne se 
distinguent que par une constante. 

Démonstration. Soient F'et F. des primitives de la forme différentielle 
P dx + Q dy dans le domaine D, Mo un point fixe et M un point variable 
dans D et soit MoM une ligne polygonale d’origine M et d'extrémité M 
contenue dans D (qui existe d’après le théorème 3.1.9). En vertu de la for- 
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mule (1), on a 


FM) - F(Mo) = | Pdx + Qdy = F(M) - F(Mo), 
MoM 


d’où F1(M) — FM) = F1(Mo) — F(Mo) = const. 

3. Formes différentielles fermées 

DÉFINITION 2. La forme différentielle P dx + © dy dans le domaine D 
est dite fermée si elle est localement exacte, 1.e. tout point de D possède 
un voisinage dans lequel cette forme est exacte. 

THÉORÈME 4. Soient P(x, y) et Q(x, y) des fonctions continues ayant 
les dérivées partielles continues _ et © dans le domaine D. Pour que 
la forme différentielle P dx + Q dy soit fermée, il est nécessaire et suffisant 
que 


pour tous les points du domaine D. Si cette condition est accomplie, la 
Jorme P dx + Qdy est exacte dans tout disque ouvert contenu dans D. 

Démonstration. 1) La condition est nécessaire. En effet, supposons 
que la forme P dx + Q dy soit fermée dans D. Tout point M € D possède 
alors un voisinage ouvert U C D dans lequel cette forme a une primitive 
F, de sorte que P=F;, Q = F, dans U. Mais par hypothèse, P possède 


dans D, et donc dans U, une dérivée partielle continue P . Par conséquent, 


0y 
F admet dans U une dérivée continue F,,. Il s'ensuit alors du théorème 
Fr je 90 _ 9P 
8.1.1 que F, = (Q,) = F$,, ie. n 2, 


2) La he. est suffisante. En effet, soit Mo(xo, Yo) un point arbi- 
traire du domaine D. Vu que D est un ensemble ouvert, il existe un disque 
ouvert U(Mh ; o) de rayon op > 0 et de centre M, contenu dans D. Ce disque 
contient avec chacun de ses points M{(x, y) un rectangle o de sommets Mo, 
Mi(x, yo), M et M2(0, }) (fig. 74). La forme P dx + Q dy, le rectangle o 
et sa frontière MoM1MM:Mh sont justiciables de la formule de Green : 


P dx + Ody= [TL - 5) axe 


MoMi MM Mo 


Mais par hypothèse, Par conséquent, 


19° 
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Fig. 74 


Ï Pdx + Qdy=0, 


MoMiMM1Mo 


( P dx + Ody= Ï P dx + Qdy. 
MoM:M MMM 


Soit F(x, y) la valeur commune à deux dernières intégrales. Ainsi donc, 


y x 
2) Fx »= [| Qdy+ | Pdx= [Q(x, mdn + [P(E yJdé 
MoM: M:2M Jo Xo 
et 
x y 
G) FG»= [ Pdx+ | Qdy= (P(E, p)dt + [O(x md. 
MoM MM Xo Jo 


Il résulte de la formule (2) que F est différentiable par rapport à x et 
FJ(x, >) = P(x, y), et il découle de la formule (3) que F est différentiable 
par rapport à y et F,(x, y) = Q(x, y). Par suite, F est une primitive de 
la forme P dx + Qdy dans le disque U(W ; 0). 

Il est évident que toute forme exacte est fermée. Mais la réciproque n’est 
pas vraie, ce qu’on voit d’après l’exemple cité à la fin du $ 3. Dans cet exem- 
ple, D est un plan de coordonnées pointé à l’origine O, 


P X, = — pr. ‘ X, = X 
(x, y) nn y? OX, y) + y 
et L est une circonférence de rayon a > 0 et de centre © orientée dans le 
sens direct. Vu que 


y? x? 


de = - 9Q 
dy (x, >) PPS UT dy (x, y), 
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la forme P dx + Qdy est fermée d’après le théorème 4. On a vu que 
| Pdx + Ody = 27, 


L 


de sorte que l'intégrale de la forme P dx + Qdy le long du chemin fermé 
L n'est pas nulle et donc, d’après le corollaire aux théorèmes 1 et 2, cette 
forme n’est pas exacte dans D. Ainsi donc, la forme différentielle 
— y dx + xdy 

x? + y? 
mais on ne peut pas « coller » ces primitives pour en obtenir une seule 
qui soit définie dans tout le domaine D. 


possède une primitive au voisinage de tout point M # O, 


S 6. Intégrales de la forme différentielle fermée 
le long des themins homotopes 


1. Chemins homotopes à origine et extrémité fixes 

On a vu que les chemins peuvent être paramétrés par des segments non 
dégénérés [a, b] quelconques. Dans ce paragraphe, fous les arcs et les che- 
mins seront paramétrés par le même segment I = [0, 1]. Au lieu de Z x 7 
on écrira J?. 

DÉFINITION 1. Soient fo et /1 des arcs paramétrés par 7 ayant même 
origine et même extrémité et contenus dans un domaine D. On dit que 
l'arc fo est homotope à l'arc f, dans D s’il existe une application continue 
f du carré 7? dans D vérifiant les conditions suivantes : 


(2) VrE I, f(0, r) = fo(0) = fi(0), fa, T) = fo(1) = Ji(1). 


Afin de rendre ces conditions plus claires, posons pour chaque 7€ 7 
f() = SG D (ED. 


Tout /, est un arc paramétré. Les conditions (i) signifient qu’il coïncide 
avec /o pour 7 = 0 et avec /, pour 7 = 1. Ainsi donc, j réalise une transfor- 
mation continue de l’arc fo en arc /, par l’intermédiaire des arcs f,. Les 
conditions (2) signifient que tous les arcs /,, y compris les arcs fo et fi, 
possèdent même origine et même extrémité (fig. 75). 


REMARQUE. Il existe aussi une notion plus générale d’homotopie, sans conditions (2). 
Mais nous n'en aurons pas besoin. 


THÉORÈME 1. L'homotopie des arcs paramétrés est une relation d'équi- 
valence. 

Démonstration. 1) Larc fo est homotope à fr. Lhomotopie est réalisée 
par la fonction /(f, 7) = fo(f). 
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Fig. 75 


2) Si fo est homotope à fi, f\ est homotope à fo. Plus précisément, si 
fo est homotope à fi par l’intermédiaire de l’application /(f, 7), alors 1 
est homotope à f par l’intermédiaire de l’application 


fa, T) = f({, 1 — T). 
En effet, 


JG 0) = fG, 1) = ff), SG D = SG 0) = fon) ; 
O, n = 0, 1 — ») = fo(0) = Ji(0), 
SA, 7) = JA, 1 — 7) = fo() = fi). 
3) Si fo est homotope à fi et f\ est homotope à fi, fo est homotope 


à f2. Soient f et g des applications continues de Z? dans D telles que fo 
est homotope à ji et fi est homotope à f2. Posons pour les points (f, r) € 1? 


_ {S(, 27) si O<7< 1/2, 
Lu La 27-11) si 1/2<7< 1. 


Pour 7 = 1/2 les deux définitions de A(f, 7) sont compatibles : f(f, 1) = 
= fi(t) = g(t, 0) pour tout 1 € ZI. Montrons que h est continue. En effet, 
si (to, To) € I X [0, 1/2[, il existe en vertu de la continuité de l'application 
f un voisinage U du point (to, ro) tel que UNIÈ?CIX [0, 1/2[ et 


lA(G, 7 — At, To)l = f(4, 27) — (to, 270) < € 


pour tout (1, r)e UMNI?. De façon analogue, si (to, 70) € 1 X ]1/2, 1], il 
existe en vertu de la continuité de l’application g un voisinage V du point 
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(to, To) tel que VNI2CIX]1/2, 1] et 


lh(t, 7 — hto, To) = gt, 27 — 1) — g(to, 270 — LI < € 


pour tout (1, € VIE. 
Si to € Z et 7o = 1/2, il existe, en vertu de la continuité des applications 
J{t, 27) et g(t, 27 — 1) au point (to, To), un voisinage W de ce point tel que 


A f(£, 27) — fto, 270) < € pour tout (f, r)Ee WMN(I X [0, 1/2]) 


et 
Ug(r, 2r — 1) — g(to, 270 — 1)l < € pour tout (r, ne WNK(I x [1/2, 1]), 
et alors 

lA(t, 7) — A(to, To)h < € pour tout (rt, re WN/2. 


Enfin, h réalise une homotopie entre fs et /2. En effet, 


ht, 0) = JG, 0) = fo), À, 1) = 8@, D = PO, 
h(0, r) = (0, 27) (ou = g(0, 27 — 1)) = fo(0) = /2(0). 
RQ, 7) = fG, 27) (ou = g(1, 27 — 1)) = fo() = f2(1). 


En vertu du théorème 1, on peut dire tout simplement que les arcs fo 
et jf; sont homotopes. 

Les arcs fo, f\ définis sur I sont homotopes s'ils sont des représentations 
paramétriques d’un même chemin. En effet, fo et j1 ont une origine com- 
mune (l’origine du chemin Z) et une extrémité commune (l’extrémité du 
chemin L). On a encore fi = fo ° j où j est une application strictement crois- 
sante du segment 7 sur lui-même. Si #, 7 € Z, il vient (1 — r}f + 7j(t) € Î. 
Posons 


SA, D = fo - D1+7j0))  ((G, D El); 
f est une application continue de 7? dans D, et 


JS, 0) = fo(t), JS(& 1) SE JoU(r)) = fi(t), 
J(O, 7) = fo(0) = f1(0), (A, 7) = fo(1) = 101), 


de sorte que j vérifie toutes les conditions pour que fo soit homotope à /1. 

Le résultat obtenu permet d’étendre la notion d’homotopie des arcs à 
celle des chemins. 

DÉFINITION 2. On dit que les chemins Lo et L, dans D ayant même 
origine et même extrémité sont homotopes s’il existe des représentations 
paramétriques jo et j1 de Lo et L. définies sur 7 qui soient homotopes. (En 
vertu de cela, toutes leurs représentations définies sur Z sont alors 
homotopes.) 
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Fig. 76 


Dans un domaine convexe, deux chemins quelconques ayant même ori- 
gine et même extrémité sont homotopes. En effet, l’homotopie de leurs 
représentations paramétriques /o et j1 définies sur J est réalisée, par exemple, 
par l’application 


JG 7) = (À — 7)fo(t) + Tfi(t). 


Il est évident que si l’on exclut un point de ce domaine, l’assertion cesse 
d’être vraie (fig. 76), ce qui découle du théorème suivant. 

2. Intégrales de la forme différentielle fermée le long des chemins 
homotopes 

THÉORÈME 2. Soient Lo et Li: des chemins de classe C' dans le 
domaine D ayant même origine et même extrémité et soient P et Q des 


Jonctions continues sur D ayant des dérivées partielles continues a et 


. Si les chemins Lo et L, sont homotopes dans D et la forme différen- 
tielle P dx + Qdy est fermée, on a 


[ Pdx + Ody = [ Pdx + Qdy. 
Lo Li 


Démonstration. Par hypothèse, Lo et L. admettent des représentations 
paramétriques fo et jf de classe C! définies sur 7 = [0, 1], et il existe une 
application continue f du carré J? dans D satisfaisant aux conditions (1) 
et (2). Vu que f est continue et Z? est un compact, (2?) est un compact. 
Par conséquent, e = @(f(J?), Fr D) > 0 d’après la propriété 3.2.5, 5°, et 
donc, en vertu du théorème 3.3.4 on a U{(/(C) ; e) C D pour tout point 
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Ce l?. Le théorème 4 du $ 5 dit que la forme P dx + Q dy possède une 
primitive sur chaque disque U(f(C) ; e). 
Comme f est uniformément continue sur /?, 


(36 > O)(VC € L? et vC' E I?)(d(C, C') < 6 = d(fi(C), S(C'}) < e). 


Q 1 e e ? 
Prenons un entier naturel n > —-- et subdivisons /? en n°? carrés con- 


ôv2 
Qn1, On, .. Qnn, 


Q21, Q22, ..., Qin, 
Qui, Qu2, -.., Qin 


gruents : 


(fig. 77) ; Où désigne un carré situé à l'intersection de la i-ième ligne avec 
la j-ième colonne (à compter à partir des axes de coordonnées). Soit C:;; 
le centre du carré Q;; et soit U;; = U(/(C:;) ; eo). Vu que diam Q;; = 


= : V2 < 26, on a d(Cy, C) <3 diam Q < & pour tout CE Q, d’où 


dCi), f(O)) < e et, par conséquent, /(Q:;) € Us. 

Proposons-nous de construire sur /? une fonction g coïncidant sur cha- 
que carré Qjÿ avec Ficflo,, où Fi; est une primitive de la forme 
P dx + Qdy sur le disque U;; (conformément à ce qu’il a été dit plus haut, 
cette primitive existe). Notons tout d’abord que Q;;,NQ:.;+1 est un côté 
commun aux carrés Qi; et Oi,;+1 et que 


SQuN Qi; +1) EC PQ) NS(Qu.i +1) € UN Ui,5+ 1, 
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de sorte que les disques ouverts U; et Ui,;. ont des points communs. Pre- 
nons maintenant des primitives arbitraires F11 et F12 de P dx + Q dy sur 
Ui: et U:2 respectivement. En vertu du théorème 3 du $ 5, F11 et Fi se 
distinguent par une constante sur l'intersection de ces disques : 
(F2 — Fnlu,nu, = € Posons Fi2 = F12 — c. F2 est aussi une primitive 
sur U:2, et F11 et F12 coïncident déjà sur ÜU11 1 U:2. Procédons de la même 
manière pour déterminer F3 sur U:3 à partir de F2, et ainsi de suite jusqu’à 
Fin Sur U,. Posons sur chaque carré Q:; 


gi = Fije flou: 


Puisque /(Q1;1N Qi.;+1) € UN U,;+1 et que Fi; et F1,;+1 coïncident sur 
UN U,;+1, les fonctions g1; et g1,;,+1 coïncident aussi sur l’intersection 
Qu OQi.;+1 de leurs domaines de définition. Il s'ensuit que les fonctions 
Lit, -.., Lin SOnt des restrictions aux carrés respectifs Q11, ..., O1 d’une 


n 
même fonction définie sur () Q:;. Maintenant, en montant de chaque 
J=1 
carré Q:; le long de la verticale et en partant de F1;, construisons successive- 
ment les fonctions g2; = F2j° flou, ..., gni = Fnj ° flo, Où Fy est une pri- 
mitive de P dx + Qdy sur U;;. Ceci étant, Fi; et F;,1.; coïncident sur 
UyN U;+1,;, de sorte que les fonctions g;; et g:+:.; Coïncident aussi sur 
l'intersection Q;:;NQ:::1,; de leurs domaines de définition. Considérons 
n 


ensuite, sur Q; = U) Q:;, des fonctions g; telles que g;lo, = gÿ et 
isl 


montrons que g; et g,+1 coïncident sur l'intersection Q;NQ;+1 de leurs 
domaines de définition. En effet, 


QNQ;+1= Ü (QuNQi.i+ 1) ; 


les fonctions g; et g;:. coïncident sur le segment Q:;NQ:.;+1 d’après la 
construction initiale ; par conséquent, elles coïncident également à l’extré- 
mité supérieure de ce segment, qui est en même temps l’extrémité inférieure 
du segment 2; OQ,;+1 ; or les primitives F2; et F2,;+1 se distinguent sur 
Î(Q2iN @2.;+1) par une constante, ce qui entraîne la même chose pour les 
fonctions g2; et g2,;+1 sur Q2; O2, ;+1 ; il s'ensuit que ces fonctions coïnci- 
dent sur tout ce segment car elles coïncident en son extrémité inférieure ; 
ainsi donc, les fonctions g; et g;+1 coïncident, elles aussi, sur le segment 
Q2jN @.; +1. En raisonnant de la sorte, on obtient que g; et g;,. coïncident 
sur tout le segment Q,NQ;::1. 
On a construit ainsi sur /? une fonction g telle que 


£lo, = gÿ = Fÿ°fle, pour tout Q;; 
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La fonction g est constante sur les côtés latéraux du carré J?. En effet, 


le côté gauche est composé des points (0, 7) (0 < 7 < 1) ; si 1=1 


<i<=, 
n 
on à (0, 7) € Q;1 et donc 
g(0, 7) = Fa(J(0, 7)) = Fi1(Jo(0)), 

1e. g(0, 7) est constante sur chaque segment {0] x EE ; | , ét comme 
les segments voisins ont des points communs, g(0, 7) est constante sur tout 
le segment {0} X J, i.e. sur le côté gauche du carré J?. De façon analogue, 
en considérant la fonction g(1, 7), on s'assure qu’elle est constante sur le 
côté droit. 

Soient maintenant Ao, A1, ..., An - 1 des points de subdivision du côté 
inférieur, ie. À; = (j/n, 0). Comme fo(t) = f{(t, 0) est une représentation 
paramétrique continüment différentiable du chemin Lo, la forme P dx + 
+ Q dy est intégrable le long de Zs et 

{Pdx + Qdy= > | Pdx + Qdy. 


Lo Je Lolx-;4 


Mais comme À;-14;C Q1;, on a f(A;-14;)C Ui;, et puisque 
P dx + Qdy = dF;; sur U;, on peut écrire 


[pas + Qdy= > dFy = D FuUA) - FU A; = 


Lo j=1 Lolx-54, jui 
_ RON fie _ _ 
= », É (£.0) e(2 0) | = g(1, 0) — (0, 0). 
j=i 


En utilisant les points (i/h, 1) de la subdivision du côté supérieur du carré 
[? et la représentation paramétrique fi(f) = /(r, 1) du chemin L, on obtient 
de même 


| Pdx + Ody = gl, 1) — g(0, 1). 


L; 
Or, g(0, 0) = g(0, 1) et g(1, 0) = g(1, 1). Par conséquent, 


| Pdx + Q dy = | Pdx + Ody. 


Lo L: 
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3. Domaines simplement connexes 

DÉFINITION 3. On dit que le domaine plan D est simplement connexe 
si tous les chemins dans D ayant même origine et même extrémité sont 
homotopes deux à deux. 

Ainsi donc, il a été montré à la fin du n° 2 que fout domaine convexe 
est simplement connexe. 

THÉORÈME 3. Soit à une application régulière d’un domaine D du plan 
de coordonnées II dans le plan de coordonnées IT, et soit D, = (D). Si 
D est simplement connexe, D, l'est aussi. 

Démonstration. Conformément à la remarque au théorème 12.1.1, D: 
est aussi un domaine. Soient Lo et L. deux chemins quelconques dans D: 
ayant même origine et même extrémité et soient fo et 1 des représentations 
paramétriques de ces chemins, définies sur le segment 7 = [0, 1]. Posons 
fi= db lof(i= 1,2); fo et fi sont des arcs dans D ayant même origine 
et même extrémité. Donc, si le domaine D est simplement connexe, ces arcs 
sont homotopes, ie. il existe une application continue f du carré 1? dans 
D vérifiant les conditions 


__. fCO=fQ, JG D=fAO, 
JO, 7 = fo(0) = fi(0), JU, 7) = fo(l) = fi). 


Il s'ensuit que f = + - f'est une application continue de /? dans D, satisfai- 
sant, évidemment, aux conditions 


JG, 0) = fo(r),  Q, 1) = fi), 
JO, n = fo(0) = fi(0), SA, 7) = Jo() = j1(1), 


ie. réalisant une homotopie des chemins Zo et Li dans D,. Ainsi donc, 
la connexité simple de D entraïne celle de D.. 

REMARQUE. La régularité de D a été utilisée seulement pour établir que D, était un 
domaine tout comme D. Or le théorème de Brouwer dit que l’image d’un domaine de R” 
par toute application homéomorphe est un domaine. C’est pnurquoi, le théorème 3 reste en 
vigueur si au lieu de la régularité on exige que d soit homéomorphe. En particulier, toute 
image homéomorphe d'un domaine plan convexe est un domaine simplement connexe (en 
général, non convexe). 


EXEMPLE 1. Soient K une couronne ouverte 0 & r? < x? + y? < r? 
dans le plan de coordonnées Il:, D, un domaine obtenu de K si on en 
exclut l'intervalle }r1, r2[ de l’axe x (fig. 78) et soit D un rectangle ouvert 
Jr, r2l X ]0, 2 du plan II muni des coordonnées cartésiennes rectangulai- 
res r, w. Alors Di = (D), où est une application de D dans IT, définie 
par 


(r, g) = (r cos w, r sin +). 
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Ja ïñ: pAn 


ni 


Fig. 78 


On sait que est régulière. Vu que le domaine D est simplement connexe 
parce que convexe, le théorème 3 dit que le domaine D, est aussi simplement 
connexe. Cependant, la couronne K n’est pas simplement connexe. En effet, 
soit a € ]r1, r2[, et soient Lo et L. les demi-circonférences supérieure et infé- 
rieure : 

x +y}= a, y>0 et x'+y*=a, y< 0, 
orientées de droite à gauche et L = Lo + (— Li) (i.e. L est une circonférence 
x? + y? = a? d'origine (a, 0), orientée dans le sens direct). Si K était simple- 
ment connexe, les chemins Lo et L. seraient homotopes et pour toute forme 


différentielle P dx + Q dy sur K satisfaisant aux hypothèses du théorème 
2, on aurait 


[ Pdx + Qdy = | Pdx + Ody. 
Lo Li 


i.e. pa + Ody = 0. Cependant, la forme EE vr n étudiée dans 


L 
l'exemple 1 du $ 3 satisfait aux hypothèses du théorème 2, mais son inté- 


, — y dx + xdy 
rale n'est lle: | 7° é 0 (= 2r). 
grale n'est pas nu | ST ES (= 27) 


EXERCICE 1. Montrer que le domaine pointé n'est pas simplement connexe. 


THÉORÈME d. Soient P et Q des fonctions continues sur le domaine 


D et possédant des dérivées partielles continues de et 9Q . Si D est simple- 


dy 0x 


ment connexe, l'égalité = & est non seulement nécessaire (en vertu 
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du théorème 4 du $ 5) mais aussi suffisante pour que la forme différentielle 
P dx + Qdy soit exacte sur D. 
Démonstration. En vertu du corollaire aux théorèmes 1 et 2 du $5, 


il suffit de montrer que | P dx + Ody = 0 pour tout chemin fermé L de 
L 

classe C' dans D. Supposons que L soit un tel chemin. S'il est composé 
d’un seul point, l’assertion est évidente. S’il contient plus d’un point, on 
choisit un point B € L distinct de l’origine À et on le représente sous forme 
de L = Lo + (— Li) où Lo et L1 sont des chemins de classe C'' d’origine 
A et d’extrémité B. Puisque D est simplement connexe, Lo et L. sont homo- 
topes. La forme P dx + Qdy étant fermée d’après le théorème 4 du $ 5, 
on a, en vertu du théorème 2, 


[ Pdx + Q dy = | Pdx + Ody 


Lo L: 


d'où | Pdx + Ody= 0. 


L 
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